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1 距离、长度是怎样通过度规张量定义的

在黎曼几何中，距离和长度是通过度规张量（譭譥譴譲譩譣 譴譥譮譳譯譲）来定义的。度规张量是一个二阶协变

张量，用于描述流形上的几何结构，包括距离、角度和面积等概念。

1.1 度规张量的定义

度规张量 gµν 是一个对称的二阶张量，其分量表示流形上任意两个切向量之间的内积。在 n 维流

形上，度规张量可以表示为：

g 謽 gij dx
i ⊗ dxj

其中，gij 是度规张量的分量，dx
i 和 dxj 是坐标基底的一阶形式。

1.2 距离的定义

在流形上，两点之间的距离可以通过度规张量来计算。对于一个无穷小的线段，其长度的平方 ds2

可以表示为：

ds2 謽 gµν dx
µ dxν

其中，dxµ 和 dxν 是坐标的变化量。

对于一条曲线 C，其长度 L 可以通过对曲线上的每一段无穷小线段的长度进行积分来计算：

L 謽

∫
C

√
gµν dxµ dxν

这个积分表示沿着曲线 C 的总长度。

1.3 举例

• 謪謪欧几里得空间謪謪：在三维欧几里得空间中，度规张量是一个单位矩阵：

gij 謽


謱 謰 謰

謰 謱 謰

謰 謰 謱


因此，距离的平方为：

ds2 謽 dx2 謫 dy2 謫 dz2

謱



• 謪謪球坐标系謪謪：在球坐标系中，度规张量的形式为：

gij 謽


謱 謰 謰

謰 r2 謰

謰 謰 r2 譳譩譮2 θ


因此，距离的平方为：

ds2 謽 dr2 謫 r2dθ2 謫 r2 譳譩譮2 θ dφ2

通过度规张量，我们可以将距离的概念从欧几里得空间推广到更一般的黎曼流形，包括弯曲的空

间和时空。

2 逆变分量乘以协变基底等于什么

在张量分析中，逆变分量（譣譯譮譴譲譡譶譡譲譩譡譮譴 譣譯譭議譯譮譥譮譴譳）乘以协变基底（譣譯譶譡譲譩譡譮譴 譢譡譳譩譳）等于一个

向量（譶譥譣譴譯譲）。

具体来说，假设我们有一个向量 v，其逆变分量表示为 vi，协变基底表示为 ei。那么，向量 v 可

以表示为：

v 謽 viei

这里，vi 是向量 v 在基底 ei 上的逆变分量，而 ei 是协变基底。通过将逆变分量与相应的协变基

底相乘并求和，我们得到了向量 v 的完整表示。

这个表达式展示了逆变分量和协变基底之间的关系，以及它们如何组合成一个向量。在张量分析

中，这种组合是描述向量和张量的基本方式之一。

3 它为什么等于协变分量诚意逆变基底？

你的问题实际上涉及到张量分量与基底之间的转换关系。在张量分析中，向量（或张量）可以用不

同的分量和基底来表示，具体取决于我们选择的坐标系和基底类型。逆变分量与协变基底的组合，以

及协变分量与逆变基底的组合，都表示同一个向量，但它们是从不同的视角来描述的。

3.1 逆变分量与协变基底

假设我们有一个向量 v，其逆变分量为 vi，协变基底为 ei。向量可以表示为：

v 謽 viei

3.2 协变分量与逆变基底

同样，向量 v 也可以用协变分量 vi 和逆变基底 ei 来表示：

v 謽 vie
i

謲



3.3 为什么它们相等？

这两个表达式都表示同一个向量 v，但它们使用了不同的分量和基底。这种等价性源于基底之间

的对偶关系和分量之间的转换关系。

3.3.1 **基底之间的对偶关系**

逆变基底 ei 和协变基底 ei 之间存在对偶关系：

ei · ej 謽 δij

其中，δij 是克罗内克（譋譲譯譮譥譣譫譥譲）符号，当 i 謽 j 时为 謱，否则为 謰。

3.3.2 **分量之间的转换关系**

逆变分量 vi 和协变分量 vi 之间可以通过度规张量 gij 和逆度规张量 gij 进行转换：

vi 謽 gijv
j

vi 謽 gijvj

3.3.3 **等价性的证明**

假设我们从逆变分量和协变基底的表示开始：

v 謽 viei

我们可以通过以下步骤将其转换为协变分量和逆变基底的表示：

謱謮 謪謪使用度规张量将逆变分量转换为协变分量謪謪：

vi 謽 gijv
j

謲謮 謪謪将协变分量与逆变基底相乘謪謪：

v 謽 vie
i

反过来，假设我们从协变分量和逆变基底的表示开始：

v 謽 vie
i

我们可以通过以下步骤将其转换为逆变分量和协变基底的表示：

謱謮 謪謪使用逆度规张量将协变分量转换为逆变分量謪謪：

vi 謽 gijvj

謲謮 謪謪将逆变分量与协变基底相乘謪謪：

v 謽 viei
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3.4 总结

逆变分量乘以协变基底等于协变分量乘以逆变基底，因为它们都是同一个向量的不同表示形式。

这种等价性源于基底之间的对偶关系和分量之间的转换关系。通过度规张量和逆度规张量，我们可以

在这两种表示之间自由转换。

4 向量长度的平方等于点积？

是的，向量长度的平方等于该向量与自身的点积。

设向量 v 謽 謨v1, v2, . . . , vn謩，则向量 v 的长度（或范数）定义为：

|v| 謽
√
v21 謫 v22 謫 · · ·謫 v2n

向量长度的平方为：

|v|2 謽 謨v21 謫 v22 謫 · · ·謫 v2n謩

向量 v 与自身的点积定义为：

v · v 謽 v21 謫 v22 謫 · · ·謫 v2n

因此，向量长度的平方等于该向量与自身的点积：

|v|2 謽 v · v

所以，答案是 是 。

5 两个向量的点积是什么

两个向量的点积（也称为内积或数量积）是两个向量之间的一种运算，结果是一个标量（即一个

实数）。对于两个向量 a 謽 謨a1, a2, . . . , an謩 和 b 謽 謨b1, b2, . . . , bn謩，它们的点积定义为：

a · b 謽 a1b1 謫 a2b2 謫 · · ·謫 anbn

点积的几何意义是，它等于两个向量的模长乘以它们之间夹角的余弦值。即：

a · b 謽 |a||b| 譣譯譳 θ

其中 |a| 和 |b| 分别是向量 a 和 b 的模长，θ 是它们之间的夹角。

点积在许多领域都有应用，例如在物理学中，功的定义就是力和位移的点积；在计算机图形学中，

点积可以用来计算向量之间的夹角，从而确定光线的反射和折射等。

所以，两个向量的点积是它们对应分量的乘积之和，也可以理解为它们的模长乘以它们之间夹角

的余弦值。

謴
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