
爱因斯坦质能方程

小圆滚滚

1 质能方程的完整版

质能方程的完整版是：

E2 丽 丨pc丩2 丫 丨m0c
2丩2

其中：

• E 是总能量

• p 是动量

• c 是光速

• m0 是静止质量

这个方程是爱因斯坦狭义相对论的一个重要结果，它表明一个物体的总能量是其静止能量和动能

之和。当物体静止时，即 p 丽 丰，方程简化为著名的 E 丽 m0c
2。

2 它是如何推导出来的

下面给出一种“从狭义相对论运动学→四维动量→能量中动量关系”的标准推导路线，完全避开具

体力学定律，只用到：

丱丮 洛伦兹变换

串丮 四维矢量内积是洛伦兹不变量

丳丮 质点四维动量的定义

乼

2.1 一、预备知识

丱丮 个个时空四维矢量个个 取自然单位 c 丽 丱，事件坐标写为

xµ 丽 丨t, x, y, z丩 ≡ 丨t, ~x丩.

串丮 个个洛伦兹不变量个个 任意四矢 Aµ 的“模方”

AµA
µ 丽 A2

0 − ~A 2

在所有惯性系中数值相同。
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丳丮 个个质点四维速度个个 对静止质量 m0 > 丰 的质点，选其个个固有时个个 τ 作参数（乤τ 丽 乤t/γ），定义

uµ 丽
乤xµ

乤τ
.

直接计算可得

uµ 丽 γ丨丱, ~v丩, γ 丽 丨丱− v2丩−1/2.

它满足

uµu
µ 丽 丱 丨> 丰, 类时丩.
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2.2 二、四维动量及其分解

直接把四维速度乘上静止质量 m0（洛伦兹标量），得到个个四维动量个个

pµ 丽 m0u
µ 丽 m0γ丨丱, ~v丩.

把它按时间中空间分开写：

p0 丽 m0γ, ~p 丽 m0γ~v.
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2.3 三、计算不变量 pµp
µ

利用“模方是标量”这一事实，可在个个任何惯性系个个算。挑一个最方便的——个个质点瞬时静止

系个个。在该系里 ~v 丽 丰, γ 丽 丱，于是

pµrest 丽 丨m0, ~丰丩 ⇒ pµp
µ 丽 丨p0丩2 − ~p 2 丽 m2

0.

因为 pµp
µ 是洛伦兹不变量，所以在个个任意个个惯性系都必须有

pµp
µ 丽 丨p0丩2 − ~p 2 丽 m2

0. 丨丱丩
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2.4 四、把 p0 认成“总能量／c”

回到普通单位（把 c 显式写出），只需做替换

p0 → E

c
, ~p→ ~p, m0 → m0.

代入 丨丱丩 式：(
E

c

)2

− ~p 2 丽 丨m0c丩
2.

两边乘 c2 即得个个完整质能方程个个

E2 丽 丨pc丩2 丫 丨m0c
2丩2 .
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2.5 五、常见特例

丱丮 个个粒子静止个个 丨p 丽 丰丩

E 丽 m0c
2.

串丮 个个无质量粒子个个 丨m0 丽 丰丩

E 丽 pc,

正是光子能量中动量关系。
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2.6 六、小结（一句话）

“四维动量的模方是洛伦兹不变量”这一纯粹运动学事实，直接给出了能量、动量、静止质量三

者间的个个恒等关系个个，无需借助任何具体力学定律——这就是完整版质能方程 E2 丽 丨pc丩2 丫 丨m0c
2丩2 的

来历。

3 如果按照爱因斯坦的推导，会是怎样

3.1 爱因斯坦1905年原始推导（LaTeX版）

以下重现爱因斯坦丱丹丰丵年丹月论文《物体的惯性同它所含的能量有关吗？》的完整推导，采用现

代乌乡乔乥乘符号系统：

乼

3.1.1 一、实验设置

孤立盒子：长度L, 质量M, 静止于惯性系S 丨丱丩

左端光源同时发射双向电磁波，每束能量：
E

串
丨串丩

乼

3.1.2 二、辐射的惯性

由麦克斯韦中坡印廷公式：

p 丽
E

c
⇒ 丁p光 丽

E

串c
丨丫乞x丩 丫

E

串c
丨−乞x丩 丽 丰 丨丳丩
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3.1.3 三、等效质量假设

设能量E对应等效质量µ：

E 丽 µc2 丨临丩

发射后盒子质量分布：

M左 丽M − µ, M右 丽M 丨吸收前丩 丨丵丩
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3.1.4 四、质心位移计算

内部质心移动量：

丁xint 丽
µL

M
丨丶丩

盒子反向补偿位移：

丁xbox 丽 −µL
M

丨丷丩

持续时间：

丁t 丽
L

c
丨丸丩
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3.1.5 五、动量守恒验证

盒子获得速度：

v 丽
丁xbox
丁t

丽 −µc
M

丨丹丩

系统总动量：

P总 丽Mv 丫
E

c
丽 −µc丫 µc 丽 丰 （守恒） 丨丱丰丩
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3.1.6 六、最终结论

将µ 丽 E/c2代入丨丹丩得：

丁E 丽 丁m · c2

乼
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3.1.7 七、推导逻辑树

能量守恒

↓
E 丽 µc2

↓
动量守恒

↓
丁E 丽 丁m · c2

丨丱丱丩

个个注个个：此推导仅适用于静止系统，完整相对论性能量中动量关系需通过四维矢量得到：

E2 丽 丨pc丩2 丫 丨m0c
2丩2

4 网页版

爱因斯坦 丱丹丰丵 年 丹 月那篇 丳 页小论文《乄乯乥乳 乴乨乥 乩乮乥乲乴乩乡 乯书 乡 乢乯乤乹 乤乥买乥乮乤 乵买乯乮 乩乴乳 乥乮乥乲乧乹中

乣乯乮乴乥乮乴丿》没有用到四维矢量，甚至连“光子”一词都还没出现（光量子概念同年 丳 月刚提）。他走了

一条“最平易”的路线——个个麦克斯韦中坡印廷公式 丫相对论性 乄乯买买乬乥乲效应 丫能量守恒个个——就得到

了今天写在教科书里的  丁E 丽 丁m · c2 下面把原文思路按现代符号完整重演一遍，让你体会“丱丹丰丵

版”味道。

4.1 设定：一只“发光盒子”

丱丮 取一长 乌 、质量 乍 的孤立空心盒子，静止在惯性系 乓。

串丮 在盒子的左端 乁 有一个“光源”，右端 乂 有一个完全吸收体。

丳丮 某时刻光源同时向±乸 方向各发出一束平面电磁波，每束能量各为½久（原文用 乌丯串 表示能量，

这里直接写 久丯串）。

对盒子来说，两束光总能量

  Etot 丽 E，

总动量

  ptot 丽 丰（因为左右对称）。

4.2 用“能量-动量关系”算光的惯性

爱因斯坦当时没有 买丽久丯乣 这条公式，他直接引用麦克斯韦中坡印廷结果：

  平面电磁波的能量流密度 乓 丽 久×么，

  动量密度 乧 丽 乓丯乣²。
积分即得

  一束能量为サ的平面波，携带动量大小

  买 丽 サ丯乣。  （丱）

于是两束光各带

  买₁ 丽 丫久丯丨串乣丩， 买₂ 丽 中久丯丨串乣丩。
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4.3 能量守恒 + 动量守恒⇒盒子必须反冲

系统初始总动量为 丰。

发光瞬间，光带走±久丯丨串乣丩，所以盒子必须获得

  Pbox 丽 −丨p1 丫 p2丩 丽 丰

——等等，这样盒子不会动？

关键：个个两束光并非“同时”到达对面个个。

因为光速有限，向右的光要先走 乌 距离才被吸收，向左的光同样要走 乌。

在这 丁t 丽 L/c 的间隔里，左端质量已减少，右端尚未增加，盒子重心会移动？

爱因斯坦换了一个更简单的视角——个个只看“发光前”与“被完全吸收后”两个平衡态个个，中间过

程不管。

他采用个个能量守恒个个：

中 发光前：盒子能量 乕₀，静止。

中 吸收后：光能 久 已“存入”右端，盒子能量变为 乕₁ 丽 乕₀ 中 久 丫 久 丽 乕₀，  但“能量 久

已从左侧搬到右侧”。

4.4 用**动量守恒**算反冲速度

发光瞬间，光带走总动量 丰，盒子动量仍为 丰；

吸收瞬间，光把全部动量 丰 交回盒子，于是盒子再次静止。

——似乎盒子根本没动？

问题出在哪：个个光把“能量”搬过去的同时，也把“惯性”搬过去了个个。

爱因斯坦的洞见：

“如果能量有惯性，那么左侧失去能量 丁U 丽 −E 就应等价于失去质量 丁m；

右侧得到 丫久 就得到 丫丁m。”

于是盒子个个内部质心个个发生微移，而系统总质心（盒子丫场）必须保持原位——这只能意味着个个整

个盒子要反向移动一小段距离个个，以补偿内部质心位移。

具体计算：

设能量 久 对应“等效质量” µ ，即

  E 丽 µc2。  （串）

发光后左侧质量变为 M − µ ，右侧等待吸收体质量仍为 乍；

内部质心相对盒子移动

  丁xint 丽 丨µ · L丩/M。
为让个个系统总质心个个不动，盒子本身必须反向移动

  丁xbox 丽 −丁xint 丽 −µL/M。
这段时间 丁t ≈ L/c，于是盒子速度
  v 丽 丁xbox/丁t 丽 −µL/M · c/L 丽 −µc/M。  （丳）

4.5 动量守恒检验

盒子动量

  Pbox 丽Mv 丽 −µc。
光在发光瞬间带走总动量 丰，但个个两束光分别被两端吸收时个个，把动量

丶



  丫久丯丨串乣丩 和 中久丯丨串乣丩

交回盒子；

因为两事件空间分离 乌，时间差 丁t 丽 L/c，盒子获得的个个净冲量个个恰好

  丁P 丽 丰− 丨−µc丩 丽 丫µc。

于是发光前 丰 → 吸收后 丰，个个全过程动量守恒成立个个。

（爱因斯坦原文用“重心速度”论证，逻辑等价。）

4.6 把 µ 代掉⇒得到 ∆E = ∆m · c2

由（串）µ 丽 E/c2 代入（丳）得

  v 丽 −E/丨Mc丩。

——盒子速度只与“搬运的能量 久”有关，与距离 乌 无关。

再把“能量 久 被搬过去”看成个个盒子内部能量分布改变个个，而不问中间媒介是光还是别的，结论

普遍成立：

个个任何能量 久 若从一处转移到另一处，就同时把惯性 µ 丽 E/c2 带走个个。

换句话说：

  “能量增加 久” ≡“惯性质量增加 E/c2”。

于是写出今天标志性的

  丁E 丽 丁m · c2。  （临）

4.7 爱因斯坦原文收尾一句话

“义书 乴乨乥 乴乨乥乯乲乹 乣乯乲乲乥乳买乯乮乤乳 乴乯 乴乨乥 书乡乣乴乳丬 乴乨乥 乲乡乤乩乡乴乩乯乮 乴乲乡乮乳书乥乲乳 乴乨乥 乩乮乥乲乴乩乡 丁m 丽 E/c2 乢乥乴乷乥乥乮

乴乨乥 乥乭乩乴乴乩乮乧 乡乮乤 乴乨乥 乡乢乳乯乲乢乩乮乧 乢乯乤乹丮”

——个个辐射把惯性 久丯乣² 从发射体带给了吸收体个个。

4.8 与“完整版” E²=(pc)²+(m₀c²)² 的关系

丱丹丰丵 年这篇只讨论了个个静止物体个个内部能量增减导致的质量变化，所以得到的是（临）式——今天

叫个个静止能量个个关系。

至于“粒子有动量时总能量怎么算”，是 丱丹丰丶中丱丹丰丷 年普朗克、爱因斯坦把洛伦兹变换用到动力学

后才完成的，最终由闵可夫斯基 丱丹丰丸 写成四维形式，得到我们前面用四矢“一键导出”的

  久² 丽 丨买乣丩² 丫 丨乭₀乣²丩²。
因此

中 个个丱丹丰丵 路线个个 → 先发现“能量即质量”，给出 久 丽 乭₀乣²；
中 个个丱丹丰丶中丱丹丰丸 路线个个 → 再发现“动量也参与”，给出二次型关系。
两条路殊途同归，却各自体现了爱因斯坦最拿手的“思想实验 丫 守恒律”风格。
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