
度规张量2

小圆滚滚

1 空间中任意一点P的坐标变换

1.1 基底变换和坐标变换

坐标变换涉及到新、旧两个坐标系。

变换过程中有两个变换矩阵，一是将旧基变换为新基的过渡矩阵 畐（右乘）甬另一个是将矢量在旧

基下的坐标变换至新基下的坐标的变换矩阵畔（左乘）。

上图中，空间中某点畏的新坐标系 x′Oy產和旧坐标系 畸畏畹 之间相差一个角度 θ 。基矢量 e1 是沿

畏畸 方向的单位矢量，基矢量 e2 是沿 畏畹 方向的单位矢量；基矢量 e1′ 是沿 Ox′ 方向的单位矢量，基

矢量 e2′ 是沿 Oy′ 方向的甲倍的单位矢量。操作过程就是先纵向伸缩甲田田甥，然后左旋申田◦甮

由



首先计算将旧基变换为新基的变换矩阵。

根据几何关系 e1
′, e2

′ 在旧基 {e1, e2} 下的坐标为：[
e1cos用θ甩

e1sin用θ甩

]
，

[
−甲e2sin用θ甩
甲e2cos用θ甩

]

即e1
′ 甽 e1cos用θ甩 甫 e2sin用θ甩

e2
′ 甽 −甲e1sin用θ甩 甫 甲e2cos用θ甩

注意：由甮这里的加减不是代数（标量）加减，这里的加减是向量的加减。

甲甮畐是一个转置的矩阵。这个坑，和伴随矩阵的坑是一样一样一样的。

因为纯旋转时，单位圆半径长度不变。方向采用e1, e2，数值采用单位向量。所以|e1| 甽 |e2|甮[
e1
′ e2

′
]
甽
[
e1 e2

] [cos用θ甩 −甲sin用θ甩
sin用θ甩 甲cos用θ甩

]

甽
[
e1 e2

] [cos用θ甩 −sin用θ甩
sin用θ甩 cos用θ甩

][
由 田

田 甲

]
6甽
[
e1 e2

] [由 田

田 甲

][
cos用θ甩 −sin用θ甩
sin用θ甩 cos用θ甩

]

甲



或者写成：
[
e1
′ e2

′
]
甽
[
e1 e2

]
P

其中，畐就是将旧基变换为新基的变换矩阵。

注意对于“坐标变换公式”，过渡矩阵是右乘原基向量横向排开的矩阵的。因为有些人不注重左乘

和右乘。假设三个视角分别为畁、畂、畃，分别代表着两坐标轴同时左旋一定角度（畁）、不变（畂）、两

坐标轴同时右旋一定角度（畃）。那么如果从畃的视角作为起点，畃左旋得到畂（我们的正常视角），那

么畃上的向量将经历一个在畂上看左乘变换的矩阵T1，我们称之为第一步变换。而再由畂到畁，那么将经

历一个在畂上看左乘变换的矩阵T2甮那么由畃到畁左乘变换的复合矩阵就是Tbasis 甽 T2T
−1
1 甮而我们经常性

的把一个对矩阵的变换写成右乘，为什么？因为如下：
β1 甽 p11α1 甫 p21α2 甫 · · ·甫 pn1α1,

β2 甽 p12α1 甫 p22α2 甫 · · ·甫 pn2α1,

· · ·
βn 甽 p1nα1 甫 p2nα2 甫 · · ·甫 pnnα1,

基变换公式：

用β1,β2, · · · ,βn甩 甽 用α1,α2, · · · ,αn甩P

上面是变换矩阵为什么转置，又为什么是右乘。因为对于向量的方程，它的变换叫做基变换。它

的变换矩阵要写在右面，称之为过渡矩阵。T1为我们的视角到开始的那个基的变换，T2为我们的视角

到最终的那个基的变换。参考用甸甩则

P 甽 T−11 T2 甽

[
由 田

田 由

][
cos用θ甩 −甲sin用θ甩
sin用θ甩 甲cos用θ甩

]
甽

[
田.甸甶甶 −由
田.电 由.男申甲

]
线性变换，可以将张成线性空间的矢量，分解成二维下张成面、三维下张成体的多个向量。那么

这些有能力张成的向量，就能描述它张成的空间中的所有的变化。

申



这里有个坑用先左旋再拉伸，不等于先拉伸再左旋甩：

先拉伸，再旋转

[
cos用θ甩 −sin用θ甩
sin用θ甩 cos用θ甩

][
由 田

田 甲

]
甽

[
cos用θ甩 −甲sin用θ甩
sin用θ甩 甲cos用θ甩

]

先旋转，再拉伸

[
由 田

田 甲

][
cos用θ甩 −sin用θ甩
sin用θ甩 cos用θ甩

]
甽

[
cos用θ甩 −sin用θ甩
甲sin用θ甩 甲cos用θ甩

]
对于标量的线性变换：

根据方程组：

y1 甽 a11x1 甫 a12x1

y2 甽 a21x1 甫 a22x1

可以转化成矩阵形式： y 甽

[
a11 a12

a21 a22

]
x，这里不一样的是，此方程组里没有向量、只有标量。[

y1

y2

]
甽

[
a11 a12

a21 a22

][
x1

x2

]
甽

[
a11

a21

]
x1 甫

[
a12

a22

]
x2 甽

[
a11x1 甫 a12x2

a21x1 甫 a22x2

]

下式（由）有两种解释，任何变换矩阵左乘坐标，畔甽

[
a b

c d

]
，都能获得新的坐标。我称之为变

换左乘坐标。同理，如果输入换成老基底，那么输出就是新基底。新基底等于变换矩阵乘以老基底。[
a b

c d

][
由 田

田 由

]
甽

[
a b

c d

]
另一种解释，是变换矩阵畔是新基底。我称之为坐标的分量（标量）右乘基底。新坐标等于新基底

甴



乘以老坐标。

（由）式标量版变换：

[
x′

y′

]
甽

[
a b

c d

][
x

y

]
︸ ︷︷ ︸
第一种解释

甽

[
a

c

]
x甫

[
b

d

]
y︸ ︷︷ ︸

第二种解释

甽

[
ax甫 by

cx甫 dy

]
甽


[
a b

] [x
y

]
[
c d

] [x
y

]


︸ ︷︷ ︸
又是点积

用由甩

其中，将

[
x

y

]
看作是输入的一个矢量，变量的横坐标~i（畡甬 畣）和纵坐标和~j（畢甬 畤）分别为新基底

的横基底和纵基底在我们视角下的坐标读数。那么产生的矩阵乘积就是矢量在新的坐标系下的坐标读

数。

T就是将旧基变换为新基的变换矩阵

T
def
甽甽甽甽

[
a b

c d

]
（甲）式矢量版变换：

T
[
畞i 畞j

]
甽

[
a b

c d

][
ix jx

iy jy

]
甽
[
T畞i T畞j

]
甽

[
aix 甫 biy ajx 甫 bjy

cix 甫 diy cjx 甫 djy

]
用甲甩

则有：[
e1
′ e2

′
]
甽 Tbasis

[
e1 e2

]
甽
[
e1 e2

]
P

为什么基变换是右乘而向量变换是左乘？参考（甸）式。

这样书写相当于：

Tbasis ~e1 甽 Tbasis

[
由

田

]
和 Tbasis ~e2 甽 Tbasis

[
田

由

]

在这里我们一口气算出来：

[
田.甸甶甶 −由
田.电 由.男申甲

][
由 田

田 由

]
甽

[
田.甸甶甶 −由
田.电 由.男申甲

]
再计算将矢量在旧基下的坐标变换至新基下坐标的变换矩阵。对任意矢量 A ，其在旧基下存在一

组坐标

[
A1

A2

]
甽

[
申

甴

]
，其在新基下同样存在一组坐标

[
A′1

A′2

]
，满足

A 甽
[
e1
′ e2

′
] [A′1
A′2

]
甽

[
田.甸甶甶 −由
田.电 由.男申甲

][
A′1

A′2

]
则[
e1
′ e2

′
] [A′1
A′2

]
甽
[
e1 e2

] [A1

A2

]
可得

[
A′1

A′2

]
甽
[
e1
′ e2

′
]−1 [

e1 e2

] [A1

A2

]
甽 用
[
e1 e2

]
P 甩−1

[
e1 e2

] [A1

A2

]
用申甩

根据逆矩阵的求逆法则：用AB甩−1 甽 B−1A−1，上式可得：

电



[
A′1

A′2

]
甽 P−1

[
A1

A2

]
特殊的，起始基为单位矩阵（我们的视角）时，上式等于：[
A′1

A′2

]
甽
[
e1
′ e2

′
]−1 [A1

A2

]
利用逆矩阵公式：

若：A 甽

[
a b

c d

]
A−1 甽 1

|A|A
∗，当|A| 6甽 田时，有

A−1 甽 1
|A|A

∗ 甽 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]
甮

>>>importmath

>>>math.sqrt用申甩

由.男申甲田电田甸田男电甶甸甸男男甲

>>>round用用由.男申甲田电田甸田男电甶甸甸男男甲 ∗ ∗甲/甲 甫 田.电甩, 甲甩

ad− bc 甽 甲.田

P−1 甽 用T−11 T2甩
−1 甽

[
田.甸甶甶 田.电

−田.甲电 田.甴申申

]
可得：[
A′1

A′2

]
甽 P−1

[
A1

A2

]
甽

[
田.甸甶甶 田.电

−田.甲电 田.甴申申

][
申

甴

]
甽

[
甴.电甹甸

田.甹甸甲

]

甶



总结一下
[
e1
′ e2

′
]
甽
[
e1 e2

]
P[

A′1

A′2

]
甽 P−1

[
A1

A2

]
我们以基矢量变换矩阵 P 作为参考，发现矢量 A 的坐标变换矩阵为 P−1 ，即 P 的逆。这时我们

就说，矢量 A在 {e1, e2}及 {e1′, e2′}下的分量

[
A1

A2

]
及

[
A′1

A′2

]
为矢量 A的逆逆逆变变变分分分量量量（（（contravariant

components）））。同时，{e1, e2}, {e1′, e2′}称为协协协变变变基基基底底底（（（covariant basis）））。

为了更好地从符号上区分协变、逆变量，约定用下标序号表示协变量，用上标序号表示逆变量。则

A 甽
[
e1 e2

] [A1

A2

]
甽
[
e1
′ e2

′
] [A1′

A2′

]
甽

[
由 田

田 由

][
申

甴

]
甽

[
田.甸甶甶 −由
田.电 由.男申甲

][
甴.电甹甸

田.甹甸甲

]
甽

[
甲.甹甹甹

申.甹甹甹

]

1.2 对偶/倒数基底(dual/reciprocal basis vectors）及协变、逆变概念

对空间中任意点 畐 的一组基{e1, e2, e3}，我们希望在 畐 点找到另一组基{e1, e2, e3}，使得eTi e
j 甽 田, i 6甽 j

eTi e
j 甽 由, i 甽 j

即

男



[
e1 e2 e3

]T [
e1 e2 e3

]
甽


e1x e1y e1z

e2x e2y e2z

e3x e3y e3z



e1x e2x e3x

e1y e2y e3y

e1z e2z e3z


甽


e1xe

1
x 甫 e1ye

1
y 甫 e1ze

1
z 田 田

田 e2xe
2
x 甫 e2ye

2
y 甫 e2ze

2
z 田

田 田 e3xe
3
x 甫 e3ye

3
y 甫 e3ze

3
z

 甽


由 田 田

田 由 田

田 田 由


注意看上式的上下标对应的索引号，他们构成了矩阵的行列坐标。内涵是点积的意义：

两个前提条件，保证对偶的两个基分量是点积：

由甮两组基中，有一组转置。

甲甮只有畩甽番甬cosϕ 甽 由 ϕ 甽 田◦

点积就是用来按基的某一个基底向量来找该向量方向的分量的。逆变基底的对偶基底就是协变基

底。这两个是一一对应的关系（在斜角坐标系下，尤为明显）。并且逆变基底的另一个基底是垂直于该

协变基底的。这样才有克罗内克符号在夹角为甹田度时点积为田，才能够在点积最后的相加中去掉其他分

量，唯一剩下一个分量。

那么{e1, e2, e3}是不是一定存在呢，答案是肯定的。
因为{e1, e2, e3}线性无关，所以

[
e1 e2 e3

]
可逆，

即必然存在{e1, e2, e3}，
且[
e1 e2 e3

]
甽 用
[
e1 e2 e3

]T
甩−1 用甴甩

甮

我们称{e1, e2, e3}就是{e1, e2, e3}的对对对偶偶偶基基基底底底/倒倒倒数数数基基基底底底。

在斜角坐标系里，如果协变基底夹角是锐角，那么逆变基底夹角就是钝角。所以协变基底才和描

述的向量以相同的方式变化（这叫协变），逆变基底和描述的向量以相反的方式变化。

现在 畐 点新设一组基{e1′, e2′, e′3}，当然也就存在新基的对偶基底{e1′, e2′, e3′}，满足[
e1′ e2′ e3′

]
甽 用
[
e1
′ e2

′ e3
′
]T

甩−1

根据第一部分论述
[
e1
′ e2

′ e3
′
]
甽
[
e1 e2 e3

]
P，

这里旧基右乘一个过渡矩阵就转换到了新基的视角。

总结：

ab 甽 c

b 甽
c

a
甽 a−1 · c


TA 甽 B

用T−1T 甩A 甽 T−1B




⇒ A 甽 T−1B

当一个左乘的变换矩阵畔。用它的逆矩阵去右乘刚得到的新矩阵，那么相当于将新的矩阵，逆向回

了原来的样子。像这种等式的左项系数挪到等式的另一边，就变成了分母的行为，称之为逆（指数函

数的负号、倒数）。

注意这里矩阵不具乘法备交换律。等式左右两边移动的矩阵，一定是逆在左乘。这种左乘逆矩阵

的变换。也让我们知道了如何站在他人的角度，用他人的变换得到我们的世界的视角的变换。

这里总结一下左乘和右乘：

甸



左乘的变换，一定都是我们视角下的旋转和拉伸和剪贴。而右乘只有两种情况，一种是新基底下

的新坐标右乘一个变换（我们视角下如何将老坐标转换成新坐标的变换）的逆变换。会得到老坐标。另

一种情况就是基底右乘一个变换（这里没有逆）变成了新基底。

所以两个基之间的转化，一般写成基右乘过渡矩阵。对于一个矢量（或者说坐标）的转化，一般写

成左乘变换矩阵。

可见，从旧对偶基底到新对偶基底变换过程中，其中出现了矩阵取逆操作，[
e1′ e2′ e3′

]
甽 用用

[
e1 e2 e3

]
P 甩T 甩−1

于是我们称对偶基底{e1, e2, e3}，{e1′, e2′, e3′}为逆逆逆变变变基基基底底底（（（contravariant basis）））。

同时，在对偶基底{e1, e2, e3}，{e1′, e2′, e3′}下，矢量 A 的分量满足
A′1

A′2

A′3

 甽 TT


A1

A2

A3


此时变换矩阵为 TT ，无取逆操作，于是我们将矢量 A在基底{e1, e2, e3}，{e1′, e2′, e3′}下的分量

A1

A2

A3

，

A′1

A′2

A′3

 称为矢量 A 的协协协变变变分分分量量量（（（covariant components）））。

总结一下，矢量没有所谓逆变、协变之分，其分量才有逆变、协变之分。

矢量在协变基底{e1, e2, e3}下的分量为逆变分量，
在逆变基底{e1, e2, e3}（协变基底的对偶基底）下的分量为协变分量。协变、逆变的概念是在变换

矩阵 Tbasis（将旧基变{e1, e2, e3}换为新基{e1′, e2′, e3′}的变换矩阵）的基础上建立的。
刚才那个图的逆变基底计算是：[
e1 e2

]
甽 用
[
e1 e2

]T
甩−1 甽 用

[
由 田

田 由

]T
甩−1 甽

[
由 田

田 由

]
[
e1′ e2′

]
甽 用
[
e1
′ e2

′
]T

甩−1 甽 用

[
田.甸甶甶 −由
田.电 由.男申甲

]T
甩−1 甽

[
田.甸甶甶 −田.甲电
田.电 田.甴申申

]
甽 P2

这里P−12 等于协变基底的转置，所以协变分量计算是：[
A′1

A′2

]
甽 P−12

[
A1

A2

]
甽

[
田.甸甶甶 田.电

−由 由.男申甲

][
申

甴

]
甽

[
甴.电甹甸

申.甹甲甸

]
则有：[
e1′ e2′

] [A′1
A′2

]
甽

[
甲.甹甹甹甸甶甸

申.甹甹甹甸甲甴

]

2 整个空间的坐标变换

现在上点难度。

对于一般的坐标变换
x1 甽 x1用u1, u2, u3甩

x2 甽 x2用u1, u2, u3甩

x3 甽 x3用u1, u2, u3甩

我们简记为

x 甽 x用u甩

则对于任意点畐的旧基X、新基U ，有

甹



U 甽 ∂R
∂u

甽 ∂R
∂x

∂x
∂u

甽 X ∂x
∂u

记变换矩阵 ∂x
∂u

甽 T为讨论“协变”、“逆变”概念的基准。

对于微分位移矢量dx 和 du，有

du 甽 ∂u
∂x
dx 甽 用 ∂x

∂u
甩−1dx 甽 T−1dx

显然，微分位移矢量的变换遵循“逆变”规则。

对于梯度矢量 ∂f
∂x
和 ∂f

∂u
，有

∂f
∂u

甽 ∂f
∂x

∂x
∂u

甽 ∂f
∂x

T

显然，梯度矢量的变换遵循“协变”规则。

对于微分位移矢量的模长的平方 d2s 甬有

d2s 甽 用dx甩TGXdx 甽 用 ∂x
∂u
du甩TGX用

∂x
∂u
du甩

甽 用du甩T 用 ∂x
∂u

甩TGX
∂x
∂u
du 甽 用du甩T 用T甩TGXTdu

甽 用du甩TGUdu

即旧基X下的度规 GX 、新基U下的度规 GU 满足关系式

GU 甽 用 ∂x
∂u

甩TGX
∂x
∂u

甽 用T甩TGXT

显然，度规（二阶张量）的变换遵循“协变”规则。

3 赠送一个例子

在变换矩阵畔用剪贴变换甩下：

T 甽

[
由 由

田 由

]

新基用协变基底甩：
[
e1
′ e2

′
]
甽 T

[
e1 e2

]
甽

[
由 由

田 由

]

逆变分量就是：

[
A1′

A2′

]
甽 T−1

[
A1

A2

]
甽

[
由 −由
田 由

][
申

甴

]
甽

[
−由
甴

]

由田



基底左乘坐标 當畳 坐标读数右乘基底

注意表达重点：主语在前，动词代表主语位置。宾语代表参考的位置。

第一句话以坐标为基础，新基底（一套基）下，每个基分量的单位和方向都有变化，那么新基组成

的矩阵正代表着这种变化。所以将坐标看成一个矢量，基底左乘矢量就可以理解成将矢量用我们的视

角的变换矩阵进行了改变。最后得到新基底视角下的新坐标读数。

反过来想，也可以看做是用我们视角下的坐标右乘新基。第二句话以新基底作为基础（本来新基

就代表着我们视角下的新基），而坐标是我们视角下的读数（这个读数意思就是读出每一个坐标分量中

的数字）。可以把这时候的坐标看成是一个系数组成的矩阵。但这个矩阵只包含一个向量，并且是列向

量。列向量只能右乘。那么站在任意基（不管新旧）的角度，右乘一个系数变换，最后得到新基底视角

下的新坐标读数。

以上这种翻来覆去的思考代入。是线性变换的本质。

新基用逆变基底甩：
[
e1′ e2′

]
甽
[
e1
′ e2

′
]−T

甽

[
由 由

田 由

]−T
甽

[
由 田

−由 由

]

协变分量就是：

[
A′1

A′2

]
甽 T T

[
A1

A2

]
甽

[
由 田

由 由

][
申

甴

]
甽

[
申

男

]

由由



可知：

[
由 田

由 由

][
申

男

]
甽

[
申

甴

]

4 度规张量

协变基底与逆变基底的关系：

~gi • ~gj 甽 δij

那么对应的逆变分量组成的向量和协变分量组成的向量之间必存在一个线性变换畇。它是逆变到协

变的线性变换对应的矩阵。称为协变度规张量，G−1称为逆变度规张量。

第一个作用：升降指标（上标下拉，下标上升）。

pi 甽 gijpj , pi 甽 gijp
j

第二个左右：度规。长度是一个标量。

矢量的标量就是长度。它在不同的参考系下有相同的数值。内积就是标量。用内积来定义长度。矢

量自己与自己内积，就能定义出长度的平方。

~a • ~a 甽 |~a||~a|cosθ甬 方向一致夹角为田，cosθ 甽 由甮

把两个向量~α, ~β分别用协变分解、逆变分解（基底符号为畧）。~α 甽 αi~gi 逆变分量乘以协变基底

~β 甽 βj~g
j 协变分量乘以逆变基底

由甲



其中畩，番的关系满足~gi • ~g
j 甽 δij，克罗内克的上下标无顺序之分。

那么 ~α • ~β 甽 用αiβj甩~gi • ~g
j 甽 αiβjδ

i
j

~α • ~β 甽 αiβj 内积可以被协分量、逆分量相乘表达

自己与自己的内积等于长度的平方。

~a • ~a 甽 |~a|2 甽 aiai

ai 甽 gija
j

⇒ aigija
j

写成矩阵形式，就有：

⇒ |~a|2 甽 ~aTG~a

度规就是确立了度量的规则：它有着能把任意坐标系下的分量，加工成长度的能力。

5 再送一个点积原理

点积有两种定义方式：代数方式和几何方式。通过在欧氏空间中引入笛卡尔坐标系，向量之间的

点积既可以由向量坐标的代数运算得出，也可以通过引入两个向量的长度和角度等几何概念来求解。

一个向量，可以分解成协变基底乘以它的逆变分量（下标）。基底都是拿来左乘的。

一个向量，最低也是用甲阶矩阵来表示。线性变换的基础：由甮原点保持固定（否则平面上的点就没

有坐标，也就没有意义了）。甲甮网格线保持平行且等距分布（直线依旧是直线）。当向量以点坐标的方式

表达出来，原点就很重要了。原点就代表了向量的起点。而两个向量相乘，就可以看成两个起点都在

原点的向量所描绘出的张成或者伸展出的一幅画卷。画卷上的网格的单位长度和高度都可以依据这两

个向量中的任意一个向量来确定。一旦确定网格，那么画卷上所有的覆盖，就都有了变换的可能。这

种网格可以在我们的视角中进行换算。只要我们的视角的网格和画卷上的网格的原点对齐即可。而点

积，其名字就是两个点的数量积。离不开原点。而左面的向量看成一个函数映射变换。就需要转换到

单位长度下的变换。而右面的向量也可以看成是同样的函数映射变换。只要确定了这两个变换在网格

上的直线方程。那么就能知道这两个点距离原点的距离。那就是他们的模。而他们之间的夹角，他们

各自的长度，这三个长度就可以确立这个网格的特色。这三个值可以反应网格。网格也能反应这两个

点的坐标。

一个向量就是一个变换法则。这个向量一经在我们的视角（平面直角坐标系）确定。就可以确定

我们平面所有点坐标在这一条直线上的映射。这是一个满射，对于平面上的坐标，在直线上会有重复。

在这条直线与我们的平面直角坐标系的畸轴。就又可以确定一个斜角坐标。单位长度也可以确定。那么

这时在这个斜角坐标系上的乘法，就满足我们直角坐标系下的 坐标输入 到这条直线上的投影，与

刚才在我们直角坐标系下确定这条直线的向量的乘法。就是这条直线上，确定向量，与我们输入向量

的模相乘。

直角坐标系下两个向量：

[
甴

由

]
,

[
甲

甴

]
在畹轴顺时针旋转甶田度的斜角坐标系

[
由 1

2

田
√
3
2

]−1
甽

[
由 −田.电男男
田 由.由电电

]
下的坐标是：[

申.甴甲申

由.由电电

]
以及

[
−田.申田甸
甴.甶甲

]
如图：

由申
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ac甫bd甫用ad甫bc甩cos用甶田◦甩 甽 申.甴甲申∗ 用−田.申田甸甩甫由.由电电∗甴.甶甲甫用申.甴甲申∗甴.甶甲甫由.由电电∗ 用−田.申田甸甩甩∗田.电 甽

由甲.田由由田男甶

证明斜角坐标系下，点积不仅仅需要分量相乘相加。还需要斜角坐标系本身的角度作为系数。

二角和差公式证明：

如图所示，在笛卡尔直角坐标系下，甁OBC中由余弦定理（见上一篇的余弦定理立体几何证明

法），有

|BC|2 甽 |OA|2 甫 |OB|2 − 甲|OA||OB|cos用α− β甩 甽 甲− 甲cos用α− β甩
另一方面，由两点间的距离公式，有

|BC|2 甽 用cosα− cosβ甩2 甫 用sinα− sinβ甩2 甽 甲− 甲用cosαcosβ 甫 sinαsinβ甩

综合两式即得

cos用α− β甩 甽 cosαcosβ 甫 sinαsinβ

~a 甽
[
i j

] [ai
aj

]
甽

[
ix jx

iy jy

][
ai

aj

]
甽

[
ixai 甫 jxaj

iyai 甫 jyaj

]
甽

[
ix

iy

]
ai 甫

[
jx

jy

]
aj

其中，只有第一次畩，番是加粗斜体，代表了基向量畩，和基向量番。以后的畩，番都是正常体，代表了标

量，代表了数值。基底乘以坐标读数就是向量。

笛卡尔直角坐标系下协变基底
[
i j

]
肯定是互相垂直的（cos用甹田◦甩 甽 由），必有：

~ai • ~bi 甽 aibi

由电



点积的代数定义：

~a •~b 甽 ai · bi 甫 aj · bj[
x1 y1

] [x2
y2

]
甽 x1 · x2 甫 y1 · y2

用电甩

注意：以上等式的右边点代表乘号，并不是点积的符号。

斜角坐标系（斜坐标系）下，点积的代数定义：

若~a甫~b 甽 ~c，

|c|2 甽 ~ci • ~cj 甽 用~ai 甫 ~bi甩用~aj 甫 ~bj甩

甽 ~ai ~aj 甫 ~ai~bj 甫 ~bi ~aj 甫 ~bi~bj

~α • ~β 甽 用a~i甫 b~j甩 • 用c~i甫 d~j甩

甽 ac~i •~i甫 bd~j •~j 甫 用ad甫 bc甩~i •~j

甽 ac甫 bd甫 用ad甫 bc甩~i •~j

用甶甩

~i •~j 甽 cos <~i,~j >

⇒ ~α • ~β 甽 ac甫 bd甫 用ad甫 bc甩cos <~i,~j >

注意：其中~i,~j的夹角就是坐标系畸轴和畹轴的夹角。而不是两个要相乘的向量的夹角！！！正因为点

积有分配率，所以才能像乘法一样有杨辉三角用二项式定理甩。当直角坐标系时，形成克罗内克符号。

在斜角坐标系下，点积的定义好丑啊，在数学家眼里，不能容忍用两种度量方式来描述一项运算，

又知道平面上所有问题都是三角形问题。三角形的一个角可以用三条边的长度来确定，那么如何把角

度隐藏起来，只用长度的大小就能表达两个向量之间的方向？向量不就是大小和方向的问题么，我们

把方向也用大小来表示。就有了点积的度规张量形式。

点积的几何定义：

点积体现的几何意义就是反应了两个向量的夹角大小。有两个分量的大小，且有夹角的大小就一

定能确定这两个向量构成的坐标系平面。就一定能确定这个变换规则。有了这个规则，也就有了度量

的标准。也就是固定了度规。

~a •~b 甽 |~a||~b|cosθ

甽 abcos用α− β甩 甽 ab用cosαcosβ 甫 sinαsinβ甩 甽 aibi 甫 ajbj 甽 xiyi 甫 xjyj
顺便证明了上式 用男甩

点积的迭代（嵌套）定义：

因为点积的实质就是两个向量相乘。我们赋予左侧向量和右侧向量不一样的职责。左侧负责线性

变换，右侧负责坐标。那么可以写成左侧的行向量变换乘以右侧的列向量坐标：

由× n的矩阵乘以n× 由的矩阵。

左侧的矩阵可以理解为线性变换，右侧的理解为坐标，那么这个变换就能将该笛卡尔直角坐标系

下右侧的坐标，投影到左侧这个变换矩阵所确立的直线上。得到右侧坐标的长度，再乘以左侧变换矩阵

单位化长度之后分离出来的系数，就能得到在这个直线上两个向量相乘的长度。这就是点积的意义。

~a •~b 甽
[
ux uy

]
|a|

[
bx

by

]
甽 |a||b|cosθ

其中，
[
ux uy

] [bx
by

]
会得到~b在~u上的距离。~u为一条在该坐标系下，单位长度为该坐标系单位长

度，方向为~a方向的直线。

由甶



在笛卡尔坐标系下，两个向量的点积等于向量对应分量的点积相加。而在斜角坐标系下。分量的

点积后面还要补充斜角坐标系的相关部分。点积始终代表了不同坐标系下两个向量相乘的长度。

两个向量的点积等于两个向量的模相乘再乘以夹角的余弦。

矩阵相乘用左乘的代数写法甩：{
y1 甽 a11x1 甫 a12x2 甫 a13x3

y2 甽 a21x1 甫 a22x2 甫 a23x3
x1 甽 b11t1 甫 b12t2

x2 甽 b21t1 甫 b22t2

x3 甽 b31t1 甫 b32t2

从畴由，畴甲到畹由甬畹甲的线性变换则{
y1 甽 用a11b11 甫 a12b21 甫 a13b31甩t1 甫 用a11b12 甫 a12b22 甫 a13b32甩t2

y2 甽 用a21b11 甫 a22b21 甫 a23b31甩t1 甫 用a21b12 甫 a22b22 甫 a23b32甩t2
即(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
b11 b12

b21 b22

b31 b32

 甽

(
a11b11 甫 a12b21 甫 a13b31 a11b12 甫 a12b22 甫 a13b32

a21b11 甫 a22b21 甫 a23b31 a21b12 甫 a22b22 甫 a23b32

)

6 线性代数的本质

当给出一个有方向、有长度的量。就可以用同样的两个有方向、有长度的量来表示。于是一个量

被两个分量来表示。满足

~a甫~b 甽 ~c

由男



则~a,~b围城的平行四边形的面积就是两个向量坐标组成的矩阵的行列式的值。这个面积如果不为田，

那么说明这两个向量可以张成空间（面）。三个向量可以张成立体。

两个向量之间的夹角，可以用两个向量的模的积为分母，两个向量的点积为分子来确定。这样就

把角度问题，转换成了坐标的代数计算。
→
a ·
→
b 甽 x1x2 甫 y1y2 甽 abcosθ

cosθ 甽 x1x2+y1y2

ab

参考（甶）

申~i甫 甴~j 甽

[
甴

由

]
申 甫

[
由

甲

]
甴 甽

[
甴× 申 甫 由× 甴

由× 申 甫 甲× 甴

]
甽

[
由甶

由由

]
甽

[
甴 由

由 甲

][
申

甴

]
~a 甽 申~i

~b 甽 申~j

~a •~b 甽 ~ai~bi 甫 ~aj ~bj 甽 ~ai • ~bi 甫 ~aj • ~bj 甽 aibi 甫 ajbj
举例：

~c 甽 申~a甫 甴~b 甽

[
ax

ay

]
申 甫

[
bx

by

]
甴 甽

[
申ax 甫 甴bx

申ay 甫 甴by

]
甽
[
~a ~b

] [申
甴

]
线性代数，当你描述一个矢量的时候，最简单的方法，就是直接说出它终点指向的那个坐标。也

就默认了它的起点是你的圆心。如果你描述了她的起点和终点，那么你就是在用一个原点到她起点的

矢量加上另一个矢量，而这个矢量的确定是你报出的两组坐标相减得到的一个横向和纵向的比例。而

由甸



所有这些坐标以及比例的基础，都是 畞i 甽

[
由

田

]
甬 畞j 甽

[
田

由

]
将它们写成矩阵，隐藏在所有矢量的左边，就是一个默认变换。

然后利用旋转变换

[
cos用θ甩 −sin用θ甩
sin用θ甩 cos用θ甩

]

然后利用拉伸变换

[
i× lengthheight 田

田 j × lengthwidth

]

然后利用剪切变换

[
由 由× lengthwidth

田 由

]
如何将一组基，线性变换到另一组基呢？

在我们看来，一个矢量的坐标是用甲田, 甲田甩，

在由空间，它的基坐标畞i用甴, 由甩甬畞j用甲, 甸甩，看来，这个矢量的坐标是A1用甴, 甲甩

由甹



在甲空间，它的基坐标畞i用甴, 甲甩甬畞j用申, 甴甩，看来，这个矢量的坐标是A2用甲, 甴甩

甲田



由我们视角的基坐标

[
由 田

田 由

]
转换到由空间的基坐标

[
甴 甲

由 甸

]
用到变换 T1 甽

[
甴 甲

由 甸

]
，实际上就是协

变基底组成的矩阵。

由我们视角的基坐标

[
由 田

田 由

]
转换到甲空间的基坐标

[
甴 申

甲 甴

]
用到变换 T2 甽

[
甴 申

甲 甴

]

经计算 T−11 甽

[
田.甲甶男 −田.田甶男
−田.田申申 田.由申申

]

则有 A2 甽 T2

[
由 田

田 由

]
T−11 A1 先把起点的基的坐标转换到我们的基的坐标，然后再转换到终点的

基的坐标。

T1、T2中的列向量就是协变基底，坐标读数A
1, A2就是逆变分量。

T1A
1 甽 T2A

2可见两种变换对应个坐标都能转换成我们视角下看到的矢量的坐标。

由基底T1变换到基底T2

T2 甽 T1P

T−11 T2 甽 T−11 T1P

⇒ P 甽 T−11 T2 用甸甩

同时有： T1 甽 T2P
−1, P−1 甽 T−12 T1

畐为过渡矩阵，这里右乘的原理就是T1P 甽 T1T
−1
1 T2 甽 T2甮

甲由



这里说说什么是基底。仔细想想，基底就是站在我们的视角，描述另一个视角的基础。基底的本

质就是两个列向量描述的新的度量标准。基底本身是个方阵，那么是矩阵就代表变换。基底就是代表

了如何把我们的视角下的坐标转换到她的视角下的坐标。只不过使用的时候要用它的逆矩阵来运算。

P−1有什么用？继续往下看。它能直接用于左乘坐标。

[
A1′

A2′

]
甽 Tcoordinates

[
A1

A2

]
用甹甩

将坐标A1变换为A2的Tcoordinates，就是过渡矩阵的逆P
−1甮对于T1为单位矩阵，也就是我们的视角

为起始视角的情况下，过渡矩阵的逆就是T−12 甮

上例中P 甽

[
田.甹申甴 田.电申申

田.由申甴 田.甴申申

]
另一方面，可不可以用左乘来表示基的变换呢？当然可以！！！

将基T1变换为T2的Tbasis，可以先将T1变换为我们的视角，用到T
−1
1 ，然后再复合变换T2甮

Tbasis 甽 T2T
−1
1 用由田甩

Tbasis 甽 T2T
−1
1 甽

[
田.甹甶甹 田.由申由

田.甴田甲 田.申甹甸

]

TbasisT1 甽

[
田.甹甶甹 田.由申由

田.甴田甲 田.申甹甸

][
甴 甲

由 甸

]
甽

[
甴.田田男 甲.甹甸甶

甲.田田甶 申.甹甸甸

]
甽 T2

7 法则总结

7.1 交换律

加法有交换律、结合律。

乘法有交换律、结合律。

点积有交换律、结合律（点乘就是乘法在斜角坐标系下的拓展）。

乘法中的两个数，一般不会是同一类的代称。比如一排苹果是电个，甲排苹果就是由田个。电 × 甲 甽

由田甮当基底发生变化时，我箱子和你箱子不一样长甯宽，我一排放甶个，那甶 × 甲 甽 由甲甮但是，交换两个数

的地位，最后的数量都不影响，那么两个数的地位就是平级的。解释的意义可以不同，但是得到的结

果一样。像这样的例子，在程序语言设计的时候。有的程序员就很重视行列，比如他定义一个列表：

畁 甽 畛畝 畁由 甽 畛畡由由甬 畡由甲甬 畡由申甬 畡由甴甬 畡由电畝 畁甲 甽 畛畡甲由甬 畡甲甲甬 畡甲申甬 畡甲甴甬 畡甲电畝 畁甽畛畁由甬 畁甲畝

当他取畁畛甲畝畛由畝的时候，得到畡甲由甮

当遇到方阵的时候，有的程序员，这么干： 畂 甽 畛畝 畂由 甽 畛畢由由甬 畢甲由甬 畢申由畝 畂甲 甽 畛畢由甲甬 畢甲甲甬 畢申甲畝 畂申

甽 畛畢由申甬 畢甲申甬 畢申申畝 畂 甽 畛畂由甬 畂甲甬 畂申畝

当他取畂畛甲畝畛由畝的时候，得到畢由甲甮但是聪明如他，他颠倒畩甬 番他要得到畢甲由，他就取畂畛由畝畛甲畝甮很反人类，

但是一点儿也不影响循环逻辑。在别人

1 for 畩 畩畮 畭

2 for 番 畩畮 畮

的时候，他颠倒过来：

甲甲



1 for 番 畩畮 畭

2 for 畩 畩畮 畮

乘法上档次了，所以乘法和加法的结合，就有了分配率。

以上的操作，对应的是实数域。

将操作的元素换成矩阵：

矩阵的加法，有交换律、结合律

矩阵的乘法只有结合律。

这时候等式两边同加、同乘都没问题。问题在于同乘的时候，要区分左乘和右乘。意义就大不相

同。

向量的点乘，有交换律、结合律、分配率。

7.2 关于相乘

矩阵与向量相乘，是“变换函数”对输入向量的线性变换。

矩阵与矩阵相乘，是线性变换的叠加。

向量与向量相乘，是点积。由× 甲的矩阵，就是一种将二维向量映射到一维直线上的变换。

给出一个空间的基永远是这个基在我们视角下（坐标系下）的基的坐标；给出一个坐标，它的左

边永远存在着一个基（默认就是我们的基

[
由 田

田 由

]
）。基与坐标的乘积。就会得到一个我们视角上看到的

向量。当处于三个不同 平行世界甯时空 的人。描述这同一个向量的时候。他们之间的变换，就以中

间人，我们的世界进行转化。分为坐标的转化（左乘）、基的转化（右乘）。

由甮 输入的如果是个变换，那么整个式子就是变换的叠加。

甲甮 输入的如果是一个向量，那么整个式子就是对向量的一个变换。

申甮 输入的如果是一个基。那么整个式子就是基于这个基的变换。当然，这个左乘变换和右乘变

换，都能达到相同的效果，但是是两个不同的矩阵。后面讲如何得到这两个矩阵。

新基左乘坐标甯坐标右乘新基（新基在左、坐标在右）的含义：新基可以将他看到的坐标，转换成

我们看到的坐标。反过来，新基的逆，可以将我们看到的坐标转换成新基下的坐标。重点来了，如何

将我们看到的变换，转换到新基下看到的变换呢？

过程是这样的，首先詹妮弗的基左乘一个詹妮弗的坐标，就变成了我们看到的坐标，然后在这个

坐标上进行我们的变换，得到一个我们旋转了甹田度畞i, 畞j的我们的基变换之后的坐标，然后再用詹妮弗的

基的逆左乘刚才的结果。就转换回了詹妮弗的坐标。经历了我们这个中间代理人。让詹妮弗享受了我

们替她做的一个基甹田度旋转的事情。形如：A−1MA的一种变换，畍是我们看到的变换，则该式代表了

一种把我们的变换转换成詹妮弗的变换的变换。

那么如果用詹妮佛的基乘以我们的坐标会得到什么呢？就相当于找到了我们视角下的一个矢量被

两个坐标轴像筷子一样夹住，进行了翻转腾挪，挤压变换到了詹妮弗的那张旋转、剪贴之后的空间。所

展现的矢量的样子。

点积就是两个向量相乘，逐对儿厮杀。在几何上等于投影。在几何上，谁投影谁。都可以把短的那

一方看成是一个单位长度。虽然也可以将长的一方看成单位长度。就像分子和分母。总会有那么个反

人类的看法不一样。
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点积可以将左边的向量想象成一种变换。这也揭示了向量的本质。向量就是一种将多维降为一维

（标量）的变换。这种变换是一种非常美丽的对偶关系（见上一段话的反人类分子分母）。

映射：箭和靶。所有的箭都射在靶子上。说明箭筐畘用x ∈ X甩到箭靶留用y ∈ Y 甩有射箭这个人畦的映

射。记作：

f 町 X → Y

y 甽 f用x甩，畸称为自变量，畹称为因变量。

由甮 满射：箭扎满了靶子，报所有的靶子的坐标（像），都能找到箭（原像）。叫做满射。（靶子比

较小吧）。降维映射，一般会导致一一映射降成满射。

甲甮 单射：每只箭（原像）都有自己的位置（像）。不会出现第二支箭扎在第一支箭的屁股上（不

同原像拥有相同的像比如抛物线上下翻转的一元二次方程函数）。

申甮 一一映射：既是单射，又是满射。

视角就是相同向量在不同视角下有着不同的坐标。不同视角也就意味着基向量不同。变换永远是

我们视角下的变换，而坐标则可以是不同视角下的坐标。但是变换和坐标需要相互配合，这时候结合

就很有意思：

由甮 如果一个基（左）结合一个变换（右），那么结合就是一个新基。这个形式叫基变换。但是过

渡矩阵称为畐而不是畔。畔分两种，一种是将老坐标变换成新基下的新坐标的矩阵Tcoordinates甮另一

种是将所有基向量同时变换成新基向量的矩阵Tbasis。

甲甮 如果变换（左）结合一个坐标（右），那么结合就是老坐标在P−1变换后的新坐标

[
A1′

A2′

]
甽

P−1

[
A1

A2

]
；另外变换矩阵也可以说成是一个新基，新基配合新坐标就是我们视角下看到的一个向

量的坐标
[
e1
′ e2

′
] [A1′

A2′

]
甽
[
e1 e2

] [A1

A2

]
甮

注意：很多高手在这里犯了错误，单位正交基的P−1 甽 T−1coordinates 甽 T T
coordinates甮

8 比较

视角变换是：

詹妮弗视角下的变换 甽 畛詹妮弗的基的逆畝畛我们的变换畝畛詹妮弗的基畝

设协变度规张量为畇，则：

|~a2| 甽 aiaj 甽 aigija
j

甽 ~aTG~a

二次型：

9 旋转、拉伸、剪贴（倾斜）

对于一个矢量（向量）的左乘变换，只有旋转、拉伸。

对于一个基的右乘变换，全覆盖的情况下需要：

旋转甫剪贴。其中蕴含着解决了拉伸的问题。

甲甴



10 向量到底是什么

作为物理课代表，我们一定要分清什么是物质、什么是力。力可以让物体运动。但是运动的速度

这个矢量，体现了大小和方向。也因此，配套的就有力也是矢量。位移也是矢量。有方向，就会有夹

角，有夹角就和没有夹角不一样。怎么体现这个不一样。那就是功。

作为程序员，我们在面向对象时一定要分清什么是属性、什么是方法。属性是阶跃的，在某个过

程的前后是不变的状态。方法是操作，是外力，产生的效果就是变化。而质量这个属性。竟然也和力

一样、看不见、摸不着。在不同的重力常数（比例系数）下，有不同的重量。并且体现质量大小的是惯

性。而惯性又与加速度和力密切相关。

作为数学课代表，一切都能用数字描述。包括向量。当你把向量看成是静止的状态，那么它可以

是一个最低两个分量表示的坐标（列向量）。当你把向量看成是动态的过程，那么它可以是一个最低二

阶的线性变换矩阵。还能最低到基底纵坐标都为田，形成一个由× 甲的行向量。投影到一条直线上。形成

满射。就是这种方向加大小的东西。在任意维度都可以分出任意维的分量。且线性无关。

向量一经表达，就扯出了一个笛卡尔坐标系。笛卡尔当年是看着蜘蛛在墙上织网来解决用几何图

形来表示方程。在代数和几何上架起了一座桥梁。创造了用代数的方法来研究几何图形的数学分支——

解析几何。同一个向量在不同的坐标系基底下有不同的读数（坐标）。但是各自的基底左乘各自的坐标，

都能得到我们视角下的坐标。而我们的坐标，默认前面就是一个

[
由 田

田 由

]
的基底矩阵。不光向量被笛卡

尔坐标系表达了，附带向量的加法和乘法都对应表达清楚了。当我们通过在欧氏空间中引入笛卡尔坐

标系。也就是长度和夹角等几何特性都满足线性。那么乘法的分配率就带着方向一起起作用。造就了

点积在斜角坐标系和直角坐标系下都相等这个特性。标量在矢量相乘后相等。已经不同于矢量的加法。

成为了一个度量。这个度量在不同的坐标系下保持相同的规则不变。那就是度规张量。

11 斜角坐标系下的点积

以点积的几何定义来推导代数形式：最基础的两个单位向量~i,~j夹角是cosϕ，则斜角坐标系基底[
由 cosϕ

田 sinϕ

]
下，坐标

[
A1

A2

]
，A1代表向量在畩轴上的分量，A2代表向量在番轴上的分量甮那么：

用A1 甫A2甩 • 用B1 甫B2甩 甽 A1 • 用B1 甫B2甩 甫A2 • 用B1 甫B2甩

甽 A1 •B1 甫A1 •B2 甫A2 •B1 甫A2 •B2

甽 A1B1 甫A2B2 甫 用A1B2 甫A2B1甩~i •~j

∵~i •~j 甽 由× 由cosϕ

∴ 用A1 甫A2甩 • 用B1 甫B2甩 甽 A1B1 甫A2B2 甫 用A1B2 甫A2B1甩cosϕ

12 点积的数学定义

定义：设 畖 是实数域 畒 上的线性空间，其中 α, β, γ ∈ V 画 a, b ∈ R 甮则定义一个实数 < α, β > 满

足

用由甩 对称性：< α, β >甽< β,α >

用甲甩 线性性：< α甫 β, γ >甽< α, γ > 甫 < β, γ >

< aα, β >甽 a < α, β >

甲电



用申甩 正定性：< α甌α >≥ 田 甬当且仅当 α 甽 田 甬 < α,α > 甮

则称< α, β >为α和β的内积。

显然< α, β >甽 α • β 甽 |α||β|cosθ是一种内积的定义。
那么还有没有其他的内积定义呢？

显然还有：

alpha 甽 用a1, a2, a3甩, β 甽 用b1, b2, b3甩，定义< α甌β 甽 a1b1 甫甲a2b2 甫申a3b3易验算，上述定义也符合内

积的三个要求。

可见，对于同一个集合用线性空间甩，可以定义不同的内积，和“夹角”。

< α, β >甽 α • β 甽 |α||β|cosθ
是一个在申维数域中一个很常用的内积定义，但你要明白，它也只是众多内积定义中，普通的一

个。

参考文献：畛由畝 邱启荣甮 矩阵理论及其应用畛畍畝甮 北京町中国电力出版社甬 甲田田甸甮 甲甲甭甲申

13 数学家的思维（执着）

一维只有二向，要么前进、要么后退。我们称之为正、负。

二维就有全向。二维也是线性的基础。能够描述线性法则甸条：

由甮加法交换律：~u甫 用~v 甫 ~w甩 甽 用~u甫 ~v甩 甫 ~w

甲甮加法结合律：~v 甫 ~w 甽 ~w 甫 ~v

申甮田加无影响：畔畨略畲略 畩畳 畡 當略畣畴畯畲 田 畳畵畣畨 畴畨畡畴 田 甫 ~v 甽 ~v 畦畯畲 畡畬畬 ~v

甴甮湮灭得田：畆畯畲 略當略畲畹 當略畣畴畯畲 ~v 畴畨略畲略 畩畳 畡 當略畣畴畯畲 −~v 畳畯 畴畨畡畴 ~v 甫 用−~v甩 甽 田

电甮数乘可复合：a用b~v甩 甽 用ab甩~v

甶甮单位乘无影响：由~v 甽 ~v

男甮数乘分配率：a用~v 甫 ~w甩 甽 a~v 甫 a~w

甸甮数加成分配率：用a甫 b甩~v 甽 a~v 甫 b~v

二维线性变换不光可以用二阶矩阵满足坐标变换，还能满足基变换。直接将基以列向量的形式按

顺序向右排开，就可以得到非单位形式的基变换。基变换的基矩阵右乘过渡矩阵畐。畐的逆左乘老坐标

就可以获得新坐标。畐等于我们视角坐标到终点的坐标的变换与我们视角的坐标到起点的坐标的变换

的逆的复合。基底就相当于一种对坐标的线性变换，只不过基底都会写成我们视角下的坐标排列形式。

她的基底左乘她的坐标，就会得到我们眼中的坐标。这个式子对于深入理解的人来说很重要。如果看

不懂，也就等于没有明白这一段话在讲什么。P 甽 T−11 T2甮

对于斜角坐标系，有基底矩阵
[
畞i 畞j

]
甽

[
由 cosϕ

田 sinϕ

]
则

畞i • 畞j 甽 由× cosϕ甫 田× sinϕ 甽 cosϕ

这个式子的重要意义在于反身迭代。首先，基底是写成了我们视角下直角坐标系的坐标表达。那

么定义的就是我们直角坐标系下的点积。

为了在斜角坐标系下，依然有点乘的分配率。我们有：

~α • ~β 甽 用a~i甫 b~j甩 • 用c~i甫 d~j甩

甽 ac甫 bd甫 用ad甫 bc甩~i •~j

甲甶



我们用坐标转换的矩阵方式去找视角。首先令我们视角下的一个向量有坐标：~v 甽

[
A1

A2

]
，则用斜

角坐标的基底左乘我们的坐标，就是斜角坐标系下的坐标[
A1′

A2′

]
甽
[
畞i 畞j

] [A1

A2

]
甽
[
畞i
]
A1 甫

[
畞j
]
A2

根据上一个異畤畦中公式电，单位正交基的逆等于单位正交基的转置，又根据本異畤畦的公式由，可以推

得：[
A1

A2

]
甽
[
畞i 畞j

]−1 [A1′

A2′

]
甽

[
畞iT

畞jT

][
A1′

A2′

]
甽

[
由 田

cosϕ sinϕ

][
A1′

A2′

]
甽


畞iT •

[
A1′

A2′

]
畞jT •

[
A1′

A2′

]


观察发现：其中纵坐标将被旋转投影。

斜角坐标系下，如果如上例，只对畹轴旋转，则，畹在畸轴上的分量，是我们视角下的垂线与畸轴的

交点的坐标，乘以斜角坐标系畹轴与畸轴的cosϕ甮

14 爱因斯坦求和约定

~α 甽 αi~gi

~β 甽 βj~g
j

⇒ ~α • ~β 甽 αiβj~gi • ~g
j

~α • ~β 甽 αiβjδ
i
j

根据爱因斯坦求和约定，单项式两次出现可写任意符号。简化为

~α • ~β 甽 αiβi

更特殊的，矢量自己和自己内积：

~α • ~α 甽 |~α||~α|cosθ
∵ cosθ 甽 由

∴ ~α • ~α 甽 |~α|2 甽 αiαi

上式利用爱因斯坦求和约定：

规则由：如果你在单项式中看到两个重复的指标那么这代表求和（一般是由、甲、申因为我们只有三

个维度）。

规则甲：哑指标用于求和出现两次，可以用其他哑指标代替。自由指标不表示求和，它出现一次，

不能随意替换。

规则申：任何一个单项式都不能出现多于两次的相同指标。

规则甴：在一个使用求和标记的等式中，等式两边的自由指标要匹配

将度规张量的升降指标功能αi 甽 gijα
j代入其中，则有：

|~α|2 甽 αigijα
j

写成矩阵形式：

|~α|2 甽 ~αTG~α

对于章节电、由由中的例子：

甲男



甲甸



斜角坐标系的协变基底：
[
e1 e2

]
甽

[
由 cosϕ

田 sinϕ

]
甽 T2

由于起点的基，与我们视角下的基重合，所以： T1 甽

[
由 田

田 由

]

过渡矩阵：P 甽 T−11 T2 甽

[
由 田

田 由

][
由 cosϕ

田 sinϕ

]
甽

[
由 田.电

田 田.甸甶甶

]

P−1 甽

[
由 −田.电男男
田 由.由电电

]

斜角坐标系的逆变基底：
[
e1 e2

]
甽 用
[
e1 e2

]T
甩−1 甽

[
由 田

−田.电男男 由.由电电

]

那么我们视角下（直角坐标系）的一个向量

[
甴

由

]
在斜角坐标系下的坐标（逆变分量），参考公式（甸），得：[
A1

A2

]
甽 P−1

[
甴

由

]
甽
[
e1 e2

]−1 [甴
由

]
甽

[
申.甴甲申

由.由电电

]
有过渡矩阵的是一般形式，而我们这里是从我们视角出发，所以后半部分是简略形式。当遇到一

个从非我们的视角出发的基，在做变换时，应该使用过渡矩阵。

协变分量（简略形式用于与上式对比，因为出现的坐标是我们视角下的坐标，所以基变换就可以

直接使用变换矩阵（基列向量矩阵）左乘而不用右乘过渡矩阵）是：[
A1

A2

]
甽
[
e1 e2

]−1 [甴
由

]
甽

[
由 田

田.电 田.甸甶甶

][
甴

由

]
甽

[
甴

甲.甸甶甶

]
|~α|2 甽 αiαi

甽 申.甴甲申× 甴 甫 由.由电电× 甲.甸甶甶

甽 由男.田田甲甲申

逆变分量乘以协变分量的求和能够表达不同坐标系下的相同距离。其底层蕴含的是协变基底和逆

变基底所反应出的该坐标系下畸轴与畹轴的夹角。斜角坐标系是直角坐标系的推广。点积的代数定义表

达就是乘法原理。实数域的模和矢量的模形成了完美的统一。

自此我们也知道，实际上是先有了乘法才有了加法。正常历史成形，是倍数，是面积。但是乘法并

不代表面积。乘法代表的是一种法则，满足分配率的法则。就是点积，就是投影，乘以一个单位向量，

就能得到该方向的分量。模的平方就是距离的平方，等于各个同向分量的积，再将他们相加。为了这

个形式，找到了度规张量。在斜角坐标系下也有了同样的加和而不用涉及角度余弦。

乘法的定义是一种递归。公式（甶）甮递归到最后是两个单位向量的点积等于夹角的余弦值。

协变基底与逆变基底之间的变换矩阵就是协变度规张量畇甮

pi 甽 gijp
j

A1

A2

A3

 甽


g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33



A1

A2

A3


[
A1

A2

]
甽

[
g11 g12

g21 g22

][
A1

A2

]

又因为特例中：

[
A1

A2

]
甽
[
e1
′ e2

′
]−1 [A1

A2

]

甲甹



所以此特例的协变度规张量是： G 甽
[
e1
′ e2

′
]−1

15 点积的意义

点积在直角坐标系下，才反应了向量之间的夹角关系。而夹角关系在斜角坐标系下的投影可以用

斜角坐标以及斜角坐标系的斜角的数量积来描述的。

两个向量的点积。如果两个向量都是单位向量，那么结果就是夹角。如果其中一个响亮是单位向

量，那么点积反应了另一个向量在该单位向量方向上的投影。注意这个投影就是甹田度的概念。而两个

向量同方向、同长。那么点积就反映了这个坐标系所代表的的长度单位，对比这个向量的斜角坐标系

点积公式如果只剩下了（用a甫 b甩2 甽 a2 甫 b2，没有用ab甫 ab甩cosϕ这一项）那么他们就垂直了，物理上垂

直做功即为田。嵌套成了一个向量的描述。也就是模的平方。

分量积的加和，这个形式，让数学家用逆变分量乘以协变分量，然后加和。得到了长度、距离。可

见形式多么重要。而他背后更重要的，是乘法到底是什么法则。是满足交换律、结合律，尤其是新增

了分配率的。这么一个玩意。之后就被爱因斯坦发现了度规张量！！！

点积的几何定义到代数定义（注意顺序），从笛卡尔斜角坐标系到直角坐标系中省略的那一坨带

着畣畯畳角度的东西。是真正的矩阵思维。用向量的矩阵的乘法（
[
a1 a2 · · · an

]
1×n

•


b1

b2
甮甮甮

bn


n×1

）来表示

点积，是思矩阵维的一大进步。

点积的定义反应了数学的对偶性，两个向量之间，单位长度下，我对你投影，等于你对我投影。同

时，一个向量看做变换，另一个向量看做坐标，那么就变成了一个二维坐标系下的坐标，向一个数轴

变换上的投影，左边的变换可以在右边的坐标系中描绘成一维的数轴，这个数轴在畸轴和畹轴的单位向

量投影，等于畸轴、畹轴的单位向量在这个变换数轴上的投影。

对偶：两种数学事物之间自然而又出乎意料的对应关系。一个向量的对偶，是由它定义的线性变

换（简单说，一个向量对应一个二维到一维的线性变换）；一个多维空间到一维空间的线性变换的对偶

是多维空间中的某个特定向量。

申田


