
齿轮与相遇问题

小圆滚滚

1 相遇问题

1.1 直线上的相遇

同步并行，就是两个人速度一样，肩并肩的前进。而现实生活中，总会有停顿、休息、再出发、起

步、加速、减速、停顿……

假设两个人的速度不同，并且匀速运动，笨鸟先飞，速度慢的在速度快的开始前，就已经在速度

快的前面领先了剮米。那么就会存在一次相遇问题。

刱



当跑道从直道变成环道时，就会存在多次相遇的问题。

两个齿数不同的齿轮互相咬合，标记起始点的两个齿轮的咬合赤，当它们再次相遇的时候，需要

多少圈？
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1.2 齿轮的相遇

两个齿轮的齿数如果互为质数，也就是他们的最大公约数是刱，那么以其中一个齿轮接触另一个齿

轮的齿为基准，转动，它会遍历另一个齿轮的所有的齿。换句话讲，两个齿轮的齿数差如果小于任一

齿轮的齿数，如果这个齿数差与较小的齿轮齿数互质，那么就可以找到较小齿轮的逆，从而求得线性

同余方程的解。依据就是辗转相减法求最大公约数。辗转相除法就是快速的辗转相减法。也就欧几里

德算法。扩展欧几里德算法可以求得剡剸别剢剹刽剧剣剤刨剡刬剢利的整数解。

写成方程：
i ≡ x 刨mod 刳到利

i ≡ y 刨mod 刱券利

x 刽 y 刽 到

方程的解：
i 刽 x别 k1 · 刳到
i 刽 y 别 k2 · 刱券
x 刽 y 刽 到

⇒ k1
k2

刽 18
30

也就是（含义）：说当齿轮有最大公约数的时候，齿轮中固定的齿，只能触碰到对面齿轮固定的

齿。他们的比例就是对面的齿数除以最大公约数。

若齿轮的齿数互质，则
i ≡ x 刨mod 刳到利

i ≡ y 刨mod 刱刷利

x− y 刽 刱
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方程的解：
i 刽 x别 k1 · 刳到
i 刽 y 别 k2 · 刱刷
x− y 刽 刱

⇒ 刱 刽 k2 · 刱刷− k1 · 刳到

1.2.1 裴蜀定理

即裴蜀定理（或贝祖定理）得名于法国数学家艾蒂安·裴蜀，说明了对任何整数剡、剢和它们的最大

公约数剤，关于未知数剸和剹的线性不定方程（称为裴蜀等式）：若剡刬剢是整数刬且剧剣剤刨剡刬剢利刽剤，那么对于任

意的整数剸刬剹刬剡剸别剢剹都一定是剤的倍数，特别地，一定存在整数剸刬剹，使剡剸别剢剹刽剤成立。

它的一个重要推论是：剡刬剢互质的充分必要条件是存在整数剸刬剹使剡剸别剢剹刽刱刮

即

ax ≡ 刱 刨mod b利 刨刱利

含义是：两个齿轮齿数如果互质，那么其中一个齿轮的一个齿，必定会遍历另一个齿轮的所有齿。

刨刱利式称为线性同余方程的标准方程。
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1.3 青蛙的相遇

在一个体育场跑道上有两只青蛙剁和剂，两只青蛙的起始位置分别为剸刬 剹，剁每次跳剭刬剂每次跳剮，

环总长为剭副剤創剬剡刮两只青蛙同时出发，两只青蛙落在同一点刨肩并肩利视为相遇，问最少经过几次（剫）跳

跃两只青蛙相遇。

根据条件，我们列出解题方程： 刨x别m× k利 ≡ 刨y 别 n× k利 刨modL利，其中≡代表两边取模刮

展开，为：

x别m× k 刽 y 别 n× k 别 L× k′

平移后转换为

x− y 刽 刨n−m利× k 别 L× k′

即
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刨x− y利 ≡ 刨刨n−m利× k利 刨modL利
令剮刭剭刽剡刬 剸刭剹刽剢可得a× k ≡ b 刨modL利刬这便形如标准的一元线性同余方程
定义刺 剡刬 剢是整数，形如a× k ≡ b 刨modM利，且剸是未知整数的同余式称为一元线性同余方程，其

中≡ 及刨剭副剤 前利表示两边对前取模刮

1.4 五度相生律是加法同余

一根琴弦，按到三分之二处，就能得到此音纯五度高音

一根琴弦，按到二分之一处，就能得到此音纯八度高音

x别 刴 ≡ y 刨mod 刷利（加法同余）
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1.5 倍数齿轮

刳x ≡ y 刨mod 刷利
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齿轮种子以刳开始的时候，右侧相当于查表，可得刲刮齿轮刱调为刲时，齿轮刲对应制，依次向下查表，

可得左侧乘法同余的序列。

模运算性质刱参见章节刱刮券

可得齿轮相加

刳x别 刴 ≡ y 刨mod 刷利

1.6 求解一元线性同余方程（展开同余方程的表达式）

求解一元线性同余方程，首先需要将其一步步做如下变换：

刱刮 标准的一元线性同余方程 a× k ≡ b 刨modM利等价于

a× x别M × y 刽 b

刲刮 假设剤为剡与前的最大公约数，记为剧剣剤刨剡刬 前利刽剤刬易知若剸，剹有解刬剤必为剢的因子。

设a 刽 a0 × d刬 M 刽M0 × d刬 b 刽 b0 × d刬
因此等式变换为a0 × x别M0 × y 刽 b0

其中a0,M0 互质，即gcd刨a0,M0利 刽 刱

刳刮 令x 刽 x0 × b0, y 刽 y0 × b0 方程变换为a0 × x0 别M0 × y0 刽 刱 即a0 × x0 ≡ 刱 刨modM0利

最后运用模逆计算出x0

定理：如果剡和前为互素的整数，M > 刱，则存在剡的模前的逆刮而且这个逆模前是唯一刮

这个定理的证明也比较简单，推导过程如下：

若剡与剭互质，必存在s× a别 t×M 刽 刱（若剡刬前有大于刱的公因子剤，则s× a别 t×M 刽 d× k
而不可能等于刱），两边取前的模，可得s× a ≡ 刱 刨modM利刬即剳为剡的模前的逆

若记刖a为剡的模前的逆，即x0 ≡ 刖a 刨modM0利 刬也就是 x0 ≡ 刖a别 k ×M0

举个简单的例子：

求解刵× x ≡ 刷 刨mod 刹利

刱刮 由于gcd刨刵, 刹利 刽 刱刬可知存在刵模刹的逆，易知刲× 刵 别 刨−刱利× 刹 刽 刱

刲刮 得出刲为刵模刹的逆，方程两边乘以刲有刲× 刵× x ≡ 刲× 刷 刨mod 刹利

刳刮 化简为x ≡ x别 刹x ≡ 刱到× x 刨mod 刹利 ≡ 刱刴 刨mod 刹利 ≡ 刵 刨mod 刹利

刴刮 得出 x 刽 刵 别 刹k

综合以上，我们将普通线性同余方程a×x ≡ b 刨modL利转换为标准方程刨刱利式a0×x0 ≡ 刱刨modM0利进

行求解，求解标准方程完毕后需要将解空间映射回去，若标准方程的解为x0 ∈ {x 刽 p别 q ×M0}
则由于x 刽 x0×b0, y 刽 y0×b0且b 刽 b0×d，得出x ∈ {x 刽 b/d×p别q′×M0}为方程a×x别M×y 刽 b

的解

1.7 基本性质

刱刮 若p|刨a− b利，则a ≡ b 刨mod p利。例如 刱刱 ≡ 刴刨mod 刷利， 刱券 ≡ 刴刨mod 刷利刮解释剡刭剢可以被剰整除。

刲刮 刨a 別 p利 刽 刨b 別 p利意味a ≡ b 刨mod p利
刳刮 对称性：a ≡ b 刨mod p利等价于b ≡ a 刨mod p利

刴刮 传递性：若a ≡ b 刨mod p利且b ≡ c 刨mod p利，则a ≡ c 刨mod p利
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1.8 模运算的性质

若刨a− b利別m 刽刽 到刬就称剡刬剢关于剭同余，或者说剡刬剢对模数剭同余。

剥刮剧刮 刨刱到到− 制到利別券 刽刽 到刬我们就说刱到到和制到对于模数券同余。

它的另一层含义就是说，刱到到和制到除以券的余数相同。

剡和剢对剭同余，我们记作a ≡ b 刨modm利

性质：

刱刮 如果a ≡ b 刨modm利, x ≡ y 刨modm利，则a别 x ≡ b别 y 刨modm利刯刯两边分别相加

刲刮 如果a ≡ b 刨modm利, x ≡ y 刨modm利，则ax ≡ by 刨modm利刯刯两边分别相乘

刳刮 如果ac ≡ bc 刨modm利，且剣和剭互质，则a ≡ b 刨modm利刯刯剣刬剭互质时，去掉剣

1.9 模线性方程组

输入正整数剡刬剢刬剮 解方程a ≡ b 刨modm利刮a, b, n <刽 刱到9

方程可理解为剡剸刭剢是剮的正整数倍，设倍数为剹，则剡剸刭剢刽剮剹刻即剡剸刭剮剹刽剢 解此不定方程剼刭扩展欧几

里得算法

同余方程的解是一个同余等价类

剢刽刱时刬a ≡ 刱 刨modm利的解称剡关于模剮的逆剩剮剶剥割剳剼刭乘法逆元

有解条件，剡刬剮互质剧剣剤（剡刬剮）刽刱，此时，方程只有唯一解

2 扩展欧几里德算法

扩展欧几里得算法（英语：剅剸剴剥剮剤剥剤 剅創剣剬剩剤剥剡剮 剡剬剧副割剩剴剨剭）是欧几里得算法（又叫辗转相除法）的

扩展。已知整数剡、剢，扩展欧几里得算法可以在求得剡、剢的最大公约数的同时，能找到整数剸、剹（其

中一个很可能是负数），使它们满足贝祖等式

ax别 by 刽 gcd刨a, b利刮

如果剡是负数，可以把问题转化成|a|刨−x利 别 by 刽 gcd刨|a|, b利，然后令剸刧刽刨刭剸利。

通常谈到最大公约数时，我们都会提到一个非常基本的事实：给予二个整数剡、剢，必存在整数剸、

剹使得剡剸 别 剢剹 刽 剧剣剤刨剡刬剢利。

有两个数剡刬剢，对它们进行辗转相除法，可得它们的最大公约数——这是众所周知的。然后，收集

辗转相除法中产生的式子，倒回去，可以得到剡剸别剢剹刽剧剣剤刨剡刬剢利的整数解。

扩展欧几里得算法可以用来计算模反元素刨也叫模逆元利，而模反元素在剒剓剁加密算法中有举足轻重

的地位。

2.1 例子

用类似辗转相除法，求二元一次不定方程刴刷剸别刳到剹刽刱的整数解。过程可以用矩阵表示（其中剱表示

商，割表示余数）。(
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矩阵变换（同时左乘
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逆矩阵
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)
）：(

刱

到

)
刽

(
−刷 刱刱

刳到 刴刷

)(
刴刷

刳到

)
或者用初等变换
刴刷 刳到

刱 到

到 刱

→


刱刷 刳到

刱 到

−刱 刱

→


刱刷 刱刳

刱 −刱
−刱 刲

→


刴 刱刳

刲 −刱
−刳 刲

→


刴 刱

刲 −刷
−刳 刱刱

⇒ 刱 刽 刴刷刨−刷利 别 刳到刨刱刱利

递归伪代码

定义列表刨X刱, X刲, X刳利← 刨到, 刱, a利刻 刨Y 刱, Y 刲, Y 刳利← 刨刱, 到, n利，跟在到刬刱后面的是要求模逆元的数，跟

在刱刬到后面的是模。

定义函数剅剸剴剥剮剤剥剤 剅剕剃剌剉剄刨剘刬 剙利刺

刱刮 如果剙刳刽到返回剘刳刽剧剣剤刨剡刬剮利刻无逆元

刲刮 如果剙刳刽刱返回剙刳刽剧剣剤刨剡刬剮利刻Y 刲 刽 a−1modn即所求模逆元

刳刮 Q 刽 bX刳/Y 刳c
刴刮 刨T刱, T刲, T刳利← 刨X刱−Q · Y 刱, X刲−Q · Y 刲, X刳−Q · Y 刳利

刵刮 刨X刱, X刲, X刳利← 刨Y 刱, Y 刲, Y 刳利

制刮 刨Y 刱, Y 刲, Y 刳利← 刨T刱, T刲, T刳利

刷刮 剅剸剴剥剮剤剥剤 剅剕剃剌剉剄刨剘刬 剙利
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3 Hull-Dobell Theorem

3.1 混合同余法

混合同余法产生随机数的公式

xi ≡ axi−1 别 c 刨modm利 刨刲利

c 6刽 到

剔剨剥 剳剥剱創剥剮剣剥 剤剥刌剮剥剤 剢剹 剴剨剥 剣副剮剧割創剥剮剣剥 割剥剬剡剴剩副剮 刨刲利 剨剡剳 剦創剬剬 剰剥割剩副剤 剭刬 剰割副剶剩剤剥剤 剴剨剡剴

刱刮 剣 剩剳 割剥剬剡剴剩剶剥剬剹 剰割剩剭剥 剴副 剭刻

刲刮 a ≡ 刱 刨mod p利 剩剦 剰 剩剳 剡 剰割剩剭剥 剦剡剣剴副割 副剦 剭刻

刳刮 a ≡ 刱 刨mod 刴利 剩剦 刴 剩剳 剡 剦剡剣剴副割 副剦 剭刻
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剔剨創剳 剷剩剴剨 m 剡 剰副剷剥割 副剦 刲刬 剡剳 剩剳 剮剡剴創割剡剬 副剮 剡 剢剩剮剡割剹 剭剡剣剨剩剮剥刬 剷剥 剮剥剥剤 副剮剬剹 剨剡剶剥 c 副剤剤刬 剡剮剤

a ≡ 刱 刨mod 刴利刮 剗剩剴剨 m 剡 剰副剷剥割 副剦 刱到 剷剥 剮剥剥剤 副剮剬剹 剨剡剶剥 c 剮副剴 剤剩剶剩剳剩剢剬剥 剢剹 刲 副割 刵刬 剡剮剤 a ≡ 刱 刨mod 刲到利刮

定理刱翻译：

c 6刽 到

刱刮 剭和剣互质

刲刮 剡刭刱 能被剭的所有质因数整除

刳刮 如果剭能被刴整除，那么剡刭刱也要能被刴整除

3.2 乘同余法

乘同余法产生随机数公式

xi ≡ axi−1 刨modm利 刨刳利

剔剨剥 剳剥剱創剥剮剣剥 剤剥刌剮剥剤 剢剹 剴剡剫剩剮剧 剣 刽 到 剩剮 剴剨剥 剣副剮剧割創剥剮剣剥 割剥剬剡剴剩副剮 刨刲利 剨剡剳 剭剡剸剩剭剡剬 剰剥割剩副剤刬 剰割副剶剩剤剥剤

剴剨剡剴

刱刮 x0 剩剳 割剥剬剡剴剩剶剥剬剹 剰割剩剭剥 剴副 剭刻

刲刮 a 剩剳 剡 剰割剩剭剩剴剩剶剥 割副副剴 剦副割 pα刬 剩剦 pα 剩剳 剡 剦剡剣剴副割 副剦 m刬 剷剩剴剨 p 副剤剤 剡剮剤 a 剡剳 剬剡割剧剥 剡剳 剰副剳剳剩剢剬剥刬 副割

剷剩剴剨 p 刽 刲 剡剮剤 α 刽 刱 副割 刲刻

刳刮 a 剢剥剬副剮剧剳 剴副 刲α−2刬 剩剦 刲α 剩剳 剡 剦剡剣剴副割 副剦 m刬 剷剩剴剨 α > 刲刮 前副割剥副剶剥割刬 剦副割 剡剮剹 m刬 剴剨剥割剥 剥剸剩剳剴 剶剡剬創剥剳 副剦

剡 剳剡剴剩剳剦剹剩剮剧 剴剨剥剳剥 剣副剮剤剩剴剩副剮剳刬 剡剮剤刬 刌剮剡剬剬剹刬 剴剨剥 剭剡剸剩剭剡剬 剰剥割剩副剤 剩剳 剴剨剥 剬副剷剥剳剴 剣副剭剭副剮 剭創剬剴剩剰剬剥

副剦 剴剨剥 剰剥割剩副剤剳刬 刨p− 刱利pα−1 副割 刲α−2刬 剷剩剴剨 割剥剳剰剥剣剴 剴副 剴剨剥 剰割剩剭剥 剰副剷剥割 剦剡剣剴副割剳刮

定理刲翻译：

刱刮 x0 与剭互质

刲刮 如果剰的α次幂是剭的一个因数，并且（剰是奇数，并且α尽可能的大），或者并且（剰刽刲并且

（α刽刱或者刲）），那么剡需是剰的α次幂的原根。

刳刮 如果刲的α次幂是剭的一个因数，剡需属于刲的（α刭刲）次幂，并且α > 刲刮 此外，对于任何剭，存

在满足这些条件的值，最后，关于素数幂的因数们，最大周期是最小周期的公倍数，（剰刭刱）倍的剰的

（α刭刱）次幂或者刲的（α刭刲）次幂，

4 欧拉定理

4.1 欧拉函数

欧拉函数ϕ刨n利 是「小于剮 的正整数中和剮 互质的数」的个数刮

例如

ϕ刨刱到到利 刽 刱到到
(
刱− 1

2

) (
刱− 1

5

)
刽 刴到

欧拉定理是数论中一个非常重要的定理：

设a,m ∈ N+，且gcd刨a,m利 刽 刱则：

aϕ(m) ≡ 刱 刨剭副剤 m利

含义，欧拉函数说的是素数在该素数之前的所有的数都和它互质，所以缩系的元素个数就是该数

减刱刮费马小定理说的是如果剰是一个质数，而整数剡不是剰的倍数，则有剡的刨剰刭刱利次幂模剰等于刱刮欧拉定理

说的是剡的缩系的元素个数次方模剭等于刱刮当剭为质数时，则欧拉定理退化为费马小定理刮
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这里的ϕ刨m利 是欧拉函数，即小于或等于剭 且与剭 互质的正整数个数。当剭 是质数剰 时，欧拉定理

退化成费马小定理ap−1 ≡ 刱 刨剭副剤 p利 。

我们稍后再来证明欧拉定理。在算法竞赛中，我们常常会用到它的一个重要的推论：若正整数剡

与剭 互质，则

ab ≡ ab mod ϕ(m) 刨剭副剤 m利

这是因为刺 ab 刽 aϕ(m)bb/ϕ(m)c+b mod ϕ(m) ≡ 刱 · ab mod ϕ(m) 刨剭副剤 m利

利用这个推论，即使剢 比较大，我们也可以轻松地计算ab 剭副剤 m 的值，但需要满足剡 与剭 互质的

前提。

4.2 r模n的阶

原根的定义要从整数的阶说起刮

如果正整数r, n满足gcd刨r, n利 刽 刱，那么根据欧拉定理方程rx ≡ 刱 刨modn利必然存在正整数解；设所

有正整数解当中最小的是x0，那么若r
x ≡ 刱 刨modn利则x0|x刮

刨这个可以由带余除法定理证明，我就偷懒略去了刮利

这个最小的正整数成为割模剮的阶，记为ordn刨r利 刽 x0

「证明」原根相关性质及证明

先定义阶的概念：如果gcd刨a, p利 刽 刱，那么对于方程ar ≡ 刱刨mod p利来说，

首先根据欧拉定理aϕ(p) ≡ 刱刨mod p利，解一定存在所以r ≤ φ刨p利，最小的r称为a关于p的阶，记

作ordp刨a利刮阶总是可以整除欧拉函数在该模下的值。

4.3 原根相关性质及证明

定义原根概念：一个模p意义下的到 ∼ p− 刱次幂各不相同，取遍剛到, p− 刱剝刬也就是说ordp刨a利 刽 ϕ刨p利。

那么剡就是剰的原根。

例如：模p 刽 刹，刹的质因数是刱，刳刮那么从刱到券，有刱、刲、刳、刴、刵、刷、券，制个数与刹是互质的，即

欧拉函数等于ϕ刨刹利 刽 制（刹× 刨刱− 1
3
利 刽 制）刮

取遍剛到刬券剝，刲1 ≡ 刲 刨剭副剤 刹利, 刲2 ≡ 刴 刨剭副剤 刹利, 刲3 ≡ 券 刨剭副剤 刹利, 刲4 ≡ 刷 刨剭副剤 刹利, 刲5 ≡ 刵 刨剭副剤 刹利, 刲6 ≡
刱 刨剭副剤 刹利, 刲7 ≡ 刲 刨剭副剤 刹利, 刲8 ≡ 刴 刨剭副剤 刹利 · · ·，可以看出制是刹的阶。制又等于欧拉函数在刹的值，阶和

欧拉函数相等，所以刲是刹的原根。

先说一下什么样的数具有原根。

结论是刺对于奇质数p，有原根的数是刺刱, 刲, 刴, p, 刲p, pn证明比较麻烦，剎剩剶剥剮和剚創剣剫剥割剭剡剮证明《剁剮

剉剮剴割副剤創剣剴剩副剮 剴副 剴剨剥 剔剨剥副割剹 副剦 剎創剭剢剥割剳》，略去过程。

因为最小原根一般都比较小，所以可以直接枚举出来，而这种方法有时候就显得过于慢。

怎么更快。

原根判定定理：设m ≥ 刳, gcd刨a,m利 刽 刱 ，则剡 是模剭 的原根的充要条件是，对于 ϕ刨m利的每个素

因数剰 ，都有a
ϕ(m)

p 6≡ 刱 刨剭副剤 m利

翻译为：有一个结论可以用：对于一个有原根的数 p，如果 g 的 φ刨p利 的所有因子次方在 mod p 条

件下均不为 刱，那么 g 是 p 的原根。

证明：首先结论可以转化为，如果对于任意的 b|φ刨p利刬 均不满足 gb ≡ 刱刨mod p利 那么，对于任意的

刱 ≤ b ≤ φ刨p利− 刱 刨b 不满足 b|φ刨p利利刬 均不满足 gb ≡ 刱刨mod p利。

反证：
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　　假设存在一个 b刬刨b 不满足 b|φ刨p利利，满足 gb ≡ 刱刨mod p利，设其中小的为 c刬 那么 gc ≡ 刱刨mod p利

成立。

　　令 d 刽 φ刨p利− c, d >刽 c

　　根据欧拉定理。

　　gd ≡ gφ(p)−c ≡ g−c ≡ 刱刨mod p利

　　引理：c|d 不成立。
　　反证：假设成立。

　　　　令 d 刽 kc

　　　　那么：φ刨p利 刽 d别 c 刽 刨k 别 刱利c

　　　　不满足 c|φ刨p利。
　　　　所以假设不成立。

　　引理 c|d 不成立得证。
　　那么 gcd刨c, d利 ≤ c
　　因为刺

　　gc ≡ 刱刨mod p利

　　gd ≡ 刱刨mod p利

　　那么：

　　gc−d ≡ 刱刨mod p利

　　模拟更相损益术重复相减得到最终的 gcd 的过程，发现最终结果是：

　　ggcd(d,c−d) ≡ ggcd(c,d) ≡ 刱刨mod p利刻

　　因为 gcd刨c, d利 < c 与假设的 c 是最小的 b 不成立。

　　所以假设不成立。

证毕。

所以用这种方式可以较快的验证原根。

4.4 原根的性质

原根的性质

刱刮 对于任意正整数剡刬剭刬如果剧剣剤刨剡刬剭利 刽 刱刬存在最小的正整数 剤 满足ad ≡ 刱 刨剭副剤 m利，则有 剤 整

除ϕ刨m利 ，因此Ordm刨a利整除ϕ刨m利。这里的剤被称为剡模剭的阶，记为Ordm刨a利刮

例如刺求刳模刷的阶时，我们仅需要验证 刳 的 刱、刲、刳 和 制 次方模 刷 的余数即可。

因为刴、刵不能整除制，而阶一定小于等于刨刷− 刱利刮

刲刮 记δ 刽 Ordm刨a利，则a
1, · · · , a(δ−1)模剭两两不同余。因此当a是剭的原根时，a0, a1, · · · , a(δ−1)构

成模 剭 的简化剩余系。

刳刮 模剭有原根的充要条件是m 刽 刱, 刲, 刴, p, 刲p, pn，其中剰是奇质数，剮是任意正整数。

刴刮 对正整数剧剣剤刨剡刬剭利 刽 刱，如果 剡 是模 剭 的原根，那么 剡 是整数模剮乘法群这里应该是整数

模剭乘法群（即加法群 剚刯剭剚的可逆元，也就是所有与 剭 互素的正整数构成的等价类构成的

乘法群）Zn的一个生成元。由于Zn有 ϕ刨m利个元素，而它的生成元的个数就是它的可逆元个

数，即 ϕ刨ϕ刨m利利个，因此当模剭有原根时，它有ϕ刨ϕ刨m利利个原根。
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4.5 缩系

与模剭互素的剩余类：

剩余类：用一个正数代表在 剭副剤 m情况下的同余集合。

比如刱到的剛刱剝 刽 {刱, 刱刱, 刲刱, · · · ,−刹,−刱刹, · · · }
剩余类集：显然就是剩余类的集合

例如：Z刱到 刽 {到, 刱, 刲, 刳, 刴, 刵, 制, 刷, 券, 刹}，其中每个数字都是一个剩余类
简化剩余类：是剩余类集的一个子集，在与模剭互素的全体剩余类中，从每一个类中各任取一个数

作为代表组成的集合，叫做模剭的一个简化剩余系。

例如模刵的一个简化剩余系是：刱、刳、刷、刹

模剭的完系乘以一个与剭互素的数剡后，得到的集合仍然是完系。对于模剭的缩系有同样的性质。
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4.6 举个例子

例如：a 刽 刲,m 刽 刱到到到到到刳, ϕ刨m利 刽 刱到到到到到刲则：

刱到到到到到刲的质因数：刲、刳、刱制制制制刷

刲3×166667 6≡ 刱 刨剭副剤 刱到到到到到刳利

刲2×166667 6≡ 刱 刨剭副剤 刱到到到到到刳利

刲2×3 6≡ 刱 刨剭副剤 刱到到到到到刳利

所以刲是刱到到到到到刳的原根。刲x 刨剭副剤 刱到到到到到刳利将遍历 ϕ刨m利，其中x ∈ ϕ刨m利

例刲：a 刽 刲,m 刽 刱刷, ϕ刨m利 刽 刱制, p 刽 刲，且剰只有刲刮则

刲
ϕ(m)

p 刽 刲
16
2 ≡ 刱 刨剭副剤 刱刷利

刳
16
2 ≡ 刱制 刨剭副剤 刱刷利 6≡ 刱 刨剭副剤 刱刷利所以刳是刱刷的原根。
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求刹的原根：刹的质因数有刱，刲，刴，刵，刷，券刮所以ϕ刨刹利 刽 制，则有

刲1 ≡ 刲 刨剭副剤 刹利, 刲2 ≡ 刴 刨剭副剤 刹利, 刲3 ≡ 券 刨剭副剤 刹利, 刲4 ≡ 刷 刨剭副剤 刹利, 刲5 ≡ 刵 刨剭副剤 刹利, 刲6 ≡ 刱 刨剭副剤 刹利

至此找到阶。不可能继续，因为不能超过ϕ刨刹利 刽 制刮阶和欧拉函数值相等，所所以刲是刹的原根。右

侧产生的数就是缩系（没有与刹不互质的数：刳、制）。

同样有：刵1 ≡ 刵 刨剭副剤 刹利, 刵2 ≡ 刷 刨剭副剤 刹利, 刵3 ≡ 券 刨剭副剤 刹利, 刲5 ≡ 刴 刨剭副剤 刹利, 刵5 ≡ 刲 刨剭副剤 刹利, 刵6 ≡ 刱

刨剭副剤 刹利，可知刵是刹的另一个原根。

如果用源根判定定理，因为制的素因数有刲，刳刮不包含刱刮 刲
6
2 6≡ 刱 刨剭副剤 刹利, 刲

6
3 6≡ 刱 刨剭副剤 刹利，所

以刲是刹的原根。

例刳：a 刽 刳,m 刽 刱到, ϕ刨刱到利 刽 刴, p 刽 刲，刳2 6≡ 刱 刨剭副剤 刱到利，所以刳是刱到的原根。缩系：刳1 ≡ 刳

刨剭副剤 刱到利, 刳2 ≡ 刹 刨剭副剤 刱到利, 刳3 ≡ 刷 刨剭副剤 刱到利, 刳4 ≡ 刱 刨剭副剤 刱到利是{刱, 刳, 刷, 刹}

5 程序员如何设计一个游戏，看起来像上帝

天地不仁，以万物为刍狗。仁慈就是偏向，不仁慈就是公正。如何公正？就是均匀分布。满足均匀

分布就是随机的第一步。

如何随机，起始种子不一样。然后线性同余。

取模如何大于设定的所有条件的个数。因为大自然的变量是无穷的，所以只要取模足够大，那么

满足均匀分布的分配就是随机的。

5.1 游戏中的抽奖如何规避犯法
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