
21 变分法初步

21.1 泛函的概念

泛函, 简单地说, 就是以整个函数为自变量的函数.

Example 21.1 设在 x, y 平面上有一簇曲线 y(x), 其长度为

L =

∫
C

ds =

∫ x1

x0

√
1 + y′2dx.

显然, y(x) 不同, L 也不同, 即 L 的数值依赖于整个函数 y(x) 而改变. L 和函数 y(x) 之间的这种依赖关系,
称为泛函关系. 类似的例子还有闭合曲线围成的面积, 平面曲线绕固定轴而生成的旋转体体积或表面积, 等
等.

泛函 设对于(某一函数集合内的)任意一个函数 y(x), 有另一个数 J [y] 与之对应, 则称 J [y] 为 y(x) 的泛函.

这里的函数集合, 即泛函的定义域, 通常包含要求 y(x) 具有连续的二阶导数, 并且满足一定的边界条件.
这样的 y(x) 称为可取函数.

泛函不同于复合函数
例如

g = g(f(x)) 给定一个 x 值, 仍然是有一个 g 值与之对应;

泛函 则必须给出某一区间上的函数 y(x), 才能得到一个泛函值J [y]. 定义在同一区间上的函数不同, 泛函值
当然不同.

为了强调泛函值 J [y] 与函数 y(x) 之间的依赖关系, 常常又把函数 y(x) 称为变量函数.
泛函的形式可以多种多样, 但本书中只限于用积分

J [y] =

∫ x1

x0

F (x, y, y′) dx (1)

定义的泛函, 其中的 F 是它的宗量 x, y(x) 及 y′(x) 的已知函数, 且具有连续的二阶偏导数. 如果变量函数是
二元函数 u(x, y), 则泛函为

J [u] =

∫∫
S

F (x, y, u, ux, uy) dxdy, (2)

其中 ux ≡ ∂u/∂x, uy ≡ ∂u/∂y. 对于更多个自变量的多元函数, 也可以有类似的定义.

Example 21.2 (捷线问题) 如图所示, 在重力作用下, 一质点从 (x0, y0) 点沿平面曲线 y(x) 无摩擦地自由
下滑到 (x1, y1) 点, 则所需要的时间就是 y(x) 的泛函.

T =

∫ (x1,y1)

(x0,y0)

ds√
2g(y0−y)

=

∫ x1

x0

√
1 + y′2√

2g(y0−y)
dx (3)
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弦的横振动问题
设在弦上隔离出足够短的一段弦, 则该段弦的动能 Ek 和势能 Ep 分别为

Ek =
1

2
ρ∆x

(
∂u

∂t

)2

, Ep =
1

2
T∆x

(
∂u

∂x

)2

,

其中 u(x, t) 是弦的横向位移, ρ 是弦的线密度, T 是张力. 这样, 弦的作用量

S =

∫ t1

t0

dt

∫ x1

x0

1

2

[
ρ

(
∂u

∂t

)2

− T
(
∂u

∂x

)2
]

dx (4)

也是位移 u(x, t) 的泛函. 这里的

L =

∫ x1

x0

1

2

[
ρ

(
∂u

∂t

)2

− T
(
∂u

∂x

)2
]

dx

称为拉格朗日量(Lagrangian), 而被积函数

1

2

[
ρ

(
∂u

∂t

)2

− T
(
∂u

∂x

)2
]

称为拉格朗日量密度.

21.2 泛函的极值

泛函极值的概念和函数极值非常类似. 例如, “当变量函数为 y(x) 时, 泛函 J [y] 取极小值” 的含义就是: 对于
极值函数 y(x) 及其 “附近” 的变量函数 y(x) + δy(x), 恒有

J [y + δy] ≥ J [y]. (5)

所谓 y(x) + δy(x) 在 y(x) 的 “附近”, 指的是它们的差 δy(x) (称为函数y(x)的变分)满足

• |δy(x)| < ε;

• 有时还要求 |(δy)′(x)| < ε.

欧拉-拉格朗日方程
可以仿照函数极值必要条件的导出办法, 导出泛函取极值的必要条件. 假定, 所考虑的变量函数均通过固

定的两个端点 y(x0) = a, y(x1) = b, 即

δy(x0) = 0, δy(x1) = 0. (6)

现在, 考虑泛函的差值

J [y + δy]− J [y] = ∫ x1

x0

[F (x, y + δy, y′ + (δy)′)− F (x, y, y′)] dx, (7)

当函数的变分 δy(x) 足够小时, 可以将被积函数在极值函数附近作泰勒展开, 于是, 有

J [y + δy]− J [y]

=

∫ x1

x0

{[
δy

∂

∂y
+ (δy)′

∂

∂y′

]
F

+
1

2!

[
δy

∂

∂y
+ (δy)′

∂

∂y′

]2

F + · · ·

}
dx

=δJ [y] +
1

2!
δ2J [y] + · · · ,
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其中

δJ [y] ≡
∫ x1

x0

[
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
(δy)′

]
dx, (8)

δ2J [y] ≡
∫ x1

x0

[
δy

∂

∂y
+ (δy)′

∂

∂y′

]2

F dx

=

∫ x1

x0

[
∂2F

∂y2
(δy)2 + 2

∂2F

∂y∂y′
δy(δy)′ +

∂2F

∂y′2
(δy)′

2
]

dx (9)

分别是泛函 J [y] 的一级变分和二级变分. 泛函 J [y] 取极小值的必要条件是泛函的一级变分为0,

δJ [y] ≡
∫ x1

x0

[
δy
∂F

∂y
+ (δy)′

∂F

∂y′

]
dx = 0. (10)

对于泛函 J [y] 取极大值的情形, 也可以类似地讨论, 并且也会得到同样形式的必要条件.
将(10)式的积分中的第二项分部积分, 同时考虑到边界条件(6), 就有

δJ [y] =
∂F

∂y′
δy

∣∣∣∣x1

x0

+

∫ x1

x0

[
δy
∂F

∂y
− δy d

dx

∂F

∂y′

]
dx

=

∫ x1

x0

[
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

]
δy dx = 0.

由于 δy 的任意性, 我们就可以得到
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0. (11)

这个方程称为欧拉-拉格朗日方程, 它是泛函 J [y] 取极小值的必要条件的微分形式. 一般说来, 这是一个二阶
常微分方程.
在导出欧拉-拉格朗日方程时, 需要用到下面的引理:

Theorem 21.1 (变分学基本引理) 设 φ(x) 是连续函数, η(x) 具有连续的二阶导数, 并且满足 η(x)
∣∣
x=x0

=

η(x)
∣∣
x=x1

= 0, 若对于任意 η(x), ∫ x1

x0

φ(x) η(x) dx = 0

均成立, 则必有 φ(x) ≡ 0.

哈密顿原理
设质点在有势力场中沿路径 q = q(t) 由 (t0, q(t0)) 点运动到 (t1, q(t1)) 点, 它的作用量是

S =

∫ t1

t0

L(t, q, q̇) dt (12)

其中 q 和 q̇ 是描写质点运动的广义坐标和广义动量, L = T − V 是动能 T 和势能 V 之差, 称为拉格朗日量.
哈密顿原理告诉我们, 在一切(运动学上允许的)可能路径中, 真实运动的(即由力学规律决定的)路径使作用量
S 取极值. 根据上面的讨论可知, 作用量 S 取极值的必要条件的积分形式和微分形式分别是

δS =

∫ t1

t0

[
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

]
dt = 0 (13)

和
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0. (14)

在给定的有势力场中, 写出拉格朗日量 L 的具体形式, 代入(14)式, 就会发现, 它和牛顿力学的动力学方程完
全一样.
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两种常见的特殊情形
一种是泛函中的 F = F (x, y′) 不显含 y, 这时的欧拉-拉格朗日方程就是

d

dx

∂F

∂y′
= 0,

所以, 立即就得到它的首次积分
∂F

∂y′
=常量C. (15)

另一种是泛函中的 F = F (y, y′) 不显含 x, 容易证明,

d

dx

[
y′
∂F

∂y′
− F

]
= y′′

∂F

∂y′
+ y′

d

dx

∂F

∂y′

− ∂F

∂y
y′ − ∂F

∂y′
y′′ = −y′

[
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

]
,

所以, 这时的欧拉-拉格朗日方程也可以有首次积分

y′
∂F

∂y′
− F =常量C. (16)

把这个结果应用到哈密顿原理中, 如果拉格朗日量 L 不显含 t, 则有

q̇
∂L

∂q̇
− L =常量C, (17)

这就是能量守恒.

捷线问题 这里

F (x, y, y′) =

√
1 + y′2√

2g(y0 − y)

代入欧拉-拉格朗日方程, 可得 y 所满足的微分方程. 因为这时 F 与 x 无关, 得

常量C = y′
∂F

∂y′
− F

=
y′2√

1 + y′2
√

2g(y0 − y)
−

√
1 + y′2√

2g(y0 − y)

= − 1√
1 + y′2

√
2g(y0 − y)

所以

y′2 + 1 =
1

C2

1

2g(y0 − y)

设

y0 − y =
1

2gC2
sin2 θ

y′ = − 1

2gC2
sin(2θ)θ′

θ 满足方程为

θ′ = ± gC2

sin2 θ
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或
gC2dx = ± sin2 θdθ

解为 (θ0 = 0)

x− x0 = ± 1

2gC2
(θ − 1

2
sin 2θ)

二元函数的情形
设有二元函数u(x, y), (x, y) ∈ S, 在此基础上可定义泛函

J [u] =

∫∫
S

F (x, y, u, ux, uy) dxdy. (18)

仍然约定, u(x, y) 在 S 的边界 Γ上的数值给定, 即

u
∣∣
Γ
固定. (19)

首先, 当然要计算

J [u+δu]−J [u]

=

∫∫
S

F (x, y, u+δu, (u+δu)x, (u+δu)y) dx dy

−
∫∫

S

F (x, y, u, ux, uy) dx dy

得

J [u+δu]−J [u]

=

∫∫
S

[
δu

∂

∂u
+ (δu)x

∂

∂ux
+ (δu)y

∂

∂uy

]
F dxdy

+
1

2!

∫∫
S

[
δu

∂

∂u
+ (δu)x

∂

∂ux
+ (δu)y

∂

∂uy

]2

F dxdy

+ · · · ,

于是, 泛函 J [u] 取极值的必要条件就是泛函的一级变分为0,

δJ [u] =

∫∫
S

[
δu

∂F

∂u
+ (δu)x

∂F

∂ux
+ (δu)y

∂F

∂uy

]
dx dy

=

∫∫
S

[
∂F

∂u
− ∂

∂x

( ∂F
∂ux

)
− ∂

∂y

( ∂F
∂uy

)]
δudx dy

+

∫∫
S

[
∂

∂x

( ∂F
∂ux

δu
)

+
∂

∂y

( ∂F
∂uy

δu
)]

dx dy

=0. (20)

利用公式 ∫∫
S

(∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
Γ

(
Pdx+Qdy

)
,
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取 Q =
∂F

∂ux
δu, P = − ∂F

∂uy
δu, 就能将上面的结果化为

δJ [u] =

∫∫
S

[
∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy

]
δudx dy

+

∫
Γ

[
− ∂F
∂ux

dx+
∂F

∂uy
dy

]
δu.

根据边界条件, δu
∣∣
Γ

= 0, 可知上式右端第二项的线积分为0, 所以

δJ [u] =

∫∫
S

[
∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy

]
δudxdy

= 0.

再利用 δu 的任意性, 就可以导出

∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy
= 0, (21)

这就是二元函数情形下, 泛函

J [u] =

∫∫
S

F (x, y, u, ux, uy)dx dy

取极值的必要条件的微分形式(欧拉-拉格朗日方程).

Example 21.3 把这个结果应用到弦的横振动问题上, 就得到使作用量

S =

∫ t1

t0

dt

∫ x1

x0

1

2

[
ρ

(
∂u

∂t

)2

− T
(
∂u

∂x

)2
]

dx

取极值的必要条件
∂2u

∂t2
− T

ρ

∂2u

∂x2
= 0, (22)

正是我们在第12章导出的弦的横振动方程.

在 n 个自变量的情形下, 可以导出泛函∫
· · ·
∫
F (x1, x2, · · · , xn, u, ux1 , ux2 , · · · , uxn)

dx1 dx2 · · · dxn

取极值的必要条件.
下面以一元函数为例, 总结一下变分的几条简单运算法则.

1. 只考虑函数的一级变分.

2. 变分运算是线性运算
δ(αF + β G) = α δF + β δG, (23)

其中 α 和 β 是常数.

3. 函数乘积的变分法则
δ(FG) = (δF )G+ F (δG). (24)
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4. 变分运算和微分或微商运算可交换次序

δ
dy

dx
=

d(δy)

dx
即 δy′ = (δy)′. (25)

5. 变分运算和积分(微分的逆运算)也可以交换次序,

δ

∫ b

a

F dx =

∫ b

a

(δF ) dx. (26)

6. 复合函数的变分运算, 其法则和微分运算完全相同, 只要简单地将微分运算中的 “d” 换成 “δ” 即可. 例
如,

δF (x, y, y′) =
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′. (27)

这里注意, 引起 F 变化的原因, 是函数 y 的变分, 而非自变量 x.

这些运算法则, 可以毫不困难地推广到多元函数的情形.
作为完整的泛函极值问题, 在列出泛函取极值的必要条件、即欧拉-拉格朗日方程后, 还需要在给定的定

解条件下求解微分方程, 才有可能求得极值函数.

Note 这里需要注意, 欧拉-拉格朗日方程只是泛函取极值的必要条件, 并不是充分必要条件. 在给定的定解
条件下, 欧拉-拉格朗日方程的解到底是不是要求的极值函数, 还需要进一步加以甄别.

21.3 泛函的条件极值

拉格朗日乘子法
要求泛函

J [y] =

∫ x1

x0

F (x, y, y′) dx (28)

在边界条件
y(x0) = a, y(x1) = b (29)

以及约束条件

J1[y] ≡
∫ x1

x0

G(x, y, y′) dx = C (30)

下的极值, 常采用拉格朗日乘子法. 定义

J0[y] = J [y]− λJ1[y], (31)

其中拉格朗日乘子 λ 为待定常数, 仍将 δy 看成是独立的, 于是泛函 J0[y] 在边界条件(29)下取极值的必要条
件就是 ( ∂

∂y
− d

dx

∂

∂y′

)
(F − λG) = 0. (32)

由微分方程(32)、边界条件(29)以及约束条件(30), 就可以求出拉格朗日乘子的值 λ、条件极值函数y =
y(x).

Example 21.4 求泛函

I[y] =

∫ 1

0

xy′
2

dx (33)

在边界条件
y(0)有界, y(1) = 0 (34)

和约束条件 ∫ 1

0

xy2 dx = 1 (35)

下的极值曲线.
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Solution 采用上面描述的拉格朗日乘子法, 可以得到必要条件( ∂
∂y
− d

dx

∂

∂y′

)(
xy′

2 − λxy2
)

= 0

即
d

dx

(
x

dy

dx

)
+ λx y = 0. (36)

此方程及齐次的边界条件(34)即构成一个本征值问题, 它的本征值

λi = µ2
i i = 1, 2, 3, · · · (37)

µi 是零阶贝塞耳函数 J0(x) 的第 i 个正零点.
而极值函数就是相应的本征函数

yi(x) = Ci J0 (µix) .

常量 Ci 可以由约束条件定出. 因为

C2
i

∫ 1

0

x J2
0 (µix) dx =

1

2
C2
i J2

1(µi) = 1,

所以 Ci =
√

2/J1(µi). 这样就求出了极值函数

yi(x) =

√
2

J1(µi)
J0(µix). (38)

值得注意, 这里由于拉格朗日乘子的引进, 在欧拉-拉格朗日方程出现了待定参量, 和齐次边界条件组合在
一起, 就构成本征值问题. 而作为本征值问题, 它的解, 本征值和本征函数, 有无穷多个.
这无穷多个本征函数就是泛函的极值函数. 而且, 这无穷个本征值正好也就是泛函的极值. 这是因为, 将

方程乘以极值函数 y(x), 再积分, 就有

λ

∫ 1

0

x y2 dx = −
∫ 1

0

y
(
x y′
)′

dx =

− y · x y′
∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

x y′
2

dx =

∫ 1

0

x y′
2

dx,

根据约束条件, 就能得到

λ =

∫ 1

0

x y′
2

dx. (39)

21.4 微分方程定解问题和本征值问题的变分形式

• 在前两节中, 读者看到, 泛函取极值的必要条件的微分形式(欧拉-拉格朗日方程)是常微分方程或偏微分
方程, 它和变量函数的定解条件结合起来, 就构成常微分方程或偏微分方程的定解问题.

• 对于泛函的条件极值问题, 其必要条件中出现待定参量(拉格朗日乘子), 它和齐次边界条件结合起来,
就构成微分方程本征值问题.

• 这一节将研究它的反问题:如何将微分方程的定解问题或本征值问题转化为泛函的极值或条件极值问
题, 即如何将微分方程的定解问题或本征值问题用变分语言表述.
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Example 21.5 写出常微分方程边值问题 x0 < x < x1

d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ q(x)y(x) = f(x), (40a)

y(x0) = y0, y(x1) = y1 (40b)

的泛函形式, 即求相应的泛函, 它在边界条件(40b)下取极值的必要条件即为(40a).

Solution 既然泛函极值必要条件的微分形式就是方程(40a), 那么, 这个方程可以来自∫ x1

x0

{
d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ q(x)y(x)− f(x)

}
δy(x)dx = 0.

现在的问题就是要把上式左端化成泛函的变分, 对于上式左端积分中被积函数的第二项和第三项, 显然有∫ x1

x0

q(x)y(x)δy(x)dx =
1

2
δ

∫ x1

x0

q(x)y2(x)dx,

∫ x1

x0

f(x)δy(x)dx = δ

∫ x1

x0

f(x)y(x)dx.

这里注意到已知函数 q(x) 和 f(x) 是与 y(x) 的变分无关的, 因此它们在变分计算中都是常量.
对于被积函数中的第一项, 可以通过分部积分而化为∫ x1

x0

d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
δy(x) dx = −

∫ x1

x0

p(x)
dy

dx

× δ
(

dy

dx

)
dx = −1

2
δ

∫ x1

x0

p(x)

(
dy

dx

)2

dx,

其中用到了 δy(x)
∣∣
x0

= δy(x)
∣∣
x1

= 0.

综合上面的结果, 就得到 ∫ x1

x0

{
d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ q(x)y(x)− f(x)

}
δy(x) dx

=− δ
∫ x1

x0

{
1

2

[
p(x)

(
dy

dx

)2

− q(x)y2(x)

]
+f(x)y(x)

}
dx

=0. (41)

这就说明, 方程(40a)是泛函

J [y] = ∫ x1

x0

{
1

2

[
p(x)

(
dy

dx

)2

−q(x)y2(x)

]
+f(x)y(x)

}
dx (42)

取极值的必要条件.
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Example 21.6 写出偏微分方程定解问题

∇2u(r) + k2u(r) = −ρ(r), r ∈ V, (43a)

u(r)
∣∣
Σ

= f(Σ) (43b)

的变分形式.

Solution 仿照上例的做法, 考虑积分∫∫∫
V

[
∇2u+ k2u+ ρ(r)

]
δudr,

对于被积函数中的后两项, 有 ∫∫∫
V

k2uδudr =
1

2
δ

∫∫∫
V

k2u2dr,∫∫∫
V

ρ(r)δudr = δ

∫∫∫
V

ρ(r)udr.

对于被积函数中的第一项, 则需要应用格林第一公式以及边界条件 δu(r)
∣∣
Σ

= 0,∫∫∫
V

∇2u δudr =

∫∫
Σ

δu∇u · dΣ

−
∫∫∫

V

∇u · ∇
(
δu
)
dr = −1

2
δ

∫∫∫
V

(
∇u
)2

dr.

因此, 原方程就转化为

δ

∫∫∫
V

{
1

2

[(
∇u
)2 − k2u2

]
− ρu

}
dr = 0.

这说明, 定解问题(43)就等价于在边界条件(43b)下求泛函∫∫∫
V

{
1

2

[(
∇u
)2 − k2u2

]
− ρu

}
dr (44)

的极值问题.

Example 21.7 写出偏微分方程的本征值问题

∇2u(r) + λu(r) = 0, r ∈ V, (45a)

u(r)
∣∣
Σ

= 0 (45b)

的变分形式.

Solution 可将本问题看成是上例的特殊情形. 因此, 本征值问题(45)就等价于泛函

J [u] =

∫∫∫
V

{[
∇u(r)

]2 − λ[u(r)
]2}

dr (46)

在边界条件(45b)下的极值问题.
更进一步, 把本征值 λ 看成是拉格朗日乘子, 那么, 这个泛函极值问题又等价于泛函

J [u] =

∫∫∫
V

[
∇u(r)

]2
dr (47)

在边界条件(45b)和约束条件(本征函数的归一化条件)

J1[u] ≡
∫∫∫

V

[
u(r)

]2
dr = 1 (48)
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下的条件极值问题.
不难证明, 这样得到的泛函的条件极值问题的确和本征值问题(45)同解. 这些本征函数正好就是泛函的极

值函数, 而本征值正好是泛函的极值.

Sturm-Liouville 本征值问题

Example 21.8 求泛函

I[y] =
1

2

∫ x1

x0

[
p(x)

(
dy

dx

)2

+ q(x)y2(x)

]
dx

+
a0

2
[y(x0)]2 +

a1

2
[y(x1)]2 (49)

在条件

J [y] =
1

2

∫ x1

x0

ρ(x)[y(x)]2dx = 1 (50)

下取极值的必要条件.

Solution 由一阶变分
δ (I[y]− λJ [y]) = 0 (51)

得 ∫ x1

x0

[
p(x)y′(x)δy′(x) + q(x)y(x)δy(x)

− λρ(x)y(x)δy(x)

]
dx

+a0y(x0)δy(x0) + a1y(x1)δy(x1) = 0. (52)

分部积分 ∫ x1

x0

[
− (p(x)y′(x))

′
+ q(x)y(x)− λρ(x)y(x)

]
δy(x)dx

+[−p(x0)y′(x0) + a0y(x0)]δy(x0)

+[p(x1)y′(x1) + a1y(x1)]δy(x1) = 0. (53)

如果我们首先选取 δy 在端点等于零
δy(x0) = δy(x1) = 0

则 ∫ x1

x0

[
− (p(x)y′(x))

′
+ q(x)y(x)− λρ(x)y(x)

]
δy(x)dx = 0

由变分法基本原理, 得微分方程

(p(x)y′(x))
′
+ [λρ(x)− q(x)]y(x) = 0 (54)

如果 y(x) 满足以上方程, 则对于任意的 δy 应有

[−p(x0)y′(x0) + a0y(x0)]δy(x0)

+[p(x1)y′(x1) + a1y(x1)]δy(x1) = 0.

得边界条件

− p(x0)y′(x0) + a0y(x0) = 0 (55)

p(x1)y′(x1) + a1y(x1) = 0. (56)
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21.5 变边值问题

在实际问题中还会遇到另一类泛函的极值问题: 极值函数在一端或两端的数值不固定.

Example 21.9 找出连接一固定点 A 到一垂线 L 的路径, 使质点在重力作用下以最少的时间由 A 到 L.

x

y

O xA

yA

xB

yB

A

B

mg

L

则所需要的时间仍是 y(x) 的泛函.

T =

∫ (x1,y1)

(x0,y0)

ds√
2g(y0−y)

=

∫ x1

x0

√
1 + y′2√

2g(y0−y)
dx (57)

起点 A 的位置是给定的
yA = y(xA).

但是, 终点 B 的位置并不完全确定, 只是 xB 给定.

Example 21.10 求两条不相交曲线之间的最短路径.

BA

l1 l2

这里两个端点的位置都是不完全确定的.

变边值问题
第一例仍然可以归结为求泛函

J [y] =

∫ x1

x0

F (x, y, y′)dx

的极值问题, 只不过边界条件需要修改.
变分计算, 得

δJ [y] =

∫ x1

x0

δF (x, y, y′)dx

=

∫ x1

x0

(
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′dx

)
=
∂F

∂y′
δy

∣∣∣∣x1

x0

+

∫ x1

x0

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)
δydx

=0.
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首先, 不管边界条件如何变化, 总可以取变分函数

δy(x0) = δy(x1) = 0.

这时仍有 ∫ x1

x0

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)
δydx = 0.

由变分学基本引理得 Euler-Lagrange 方程

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0.

依然成立.
但是, 只有这个条件还不够! 还要考虑

∂F

∂y′
δy

∣∣∣∣x1

x0

= 0.

如果 δy(x0) = 0, 但 δy(x1) 任意, 得

∂F

∂y′
δy

∣∣∣∣x1

x0

=
∂F

∂y′

∣∣∣∣
x1

δy(x1) = 0.

还必须有
∂F

∂y′

∣∣∣∣
x1

= 0,

才能保证泛函的一级变分 δJ [y] = 0.

Example 21.11 在自由边值条件 (边界 Γ 上的 u(x, y) 值自由) 下, 求泛函

J [u] =

∫∫
S

F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
dxdy

取极值的条件.

Solution 泛函取极值的条件仍然是泛函的一级变分为 0,

δJ [u] =

∫∫
S

(
∂F

∂u
δu+

∂F

∂ux
δux +

∂F

∂uy
δuy

)
dxdy

=

∫∫
S

(
∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy

)
δudxdy

+

∫∫
S

[
∂

∂x

(
∂F

∂ux
δu

)
+

∂

∂y

(
∂F

∂uy
δu

)]
dxdy

利用 Green 公式, 将第二个面积分化为第二型线积分, 得

δJ [u] =

∫∫
S

(
∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy

)
δudxdy

+

∮
Γ

[
− ∂F
∂uy

dx+
∂F

∂ux
dy

]
δu = 0.

再将沿边界的第二型线积分改写成第一型线积分的形式

δJ [u] =

∫∫
S

(
∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy

)
δudxdy

−
∮

Γ

[
∂F

∂ux
cos(n, x) +

∂F

∂uy
cos(n, y)

]
δuds = 0,

13



这里 n 代表外法线的方向.
所以, 必要条件的微分形式是

∂F

∂u
− ∂

∂x

∂F

∂ux
− ∂

∂y

∂F

∂uy
= 0,[

∂F

∂ux
cos(n, x) +

∂F

∂uy
cos(n, y)

]
Γ

= 0.

特别地, 若

F =
1

2
(u2
x + u2

y) +G(x, y, u),

则边界条件为

[ux cos(n, x) + uy cos(n, y)]Γ =
∂u

∂n
= 0.

21.6 瑞利-里兹方法

变分法在物理学中的应用, 可以分为两个主要的方面.

• 一种应用是作为基本物理规律的表述语言.

– 可以用哈密顿原理或其他类似的语言描述力学系统(质点、质点组· · · · · · )的运动
– 可以用费马原理描述光线在介质中的传播

– 也可以用变分的语言描述电磁场乃至微观粒子的运动

等等.

在物理学的各个分支中, 支配物质运动的各种特定形式的基本规律, 无一例外地都可以表述为各自的泛
函极值问题. 变分法的这种应用, 具有重要的理论意义.

• 变分法的第二种应用则体现出它的实用价值: 它为求解具体的物理问题提供了一种新的灵活手段. 在变
分法的基础上, 可以建立起实用的近似解法. 本节就以常微分方程本征值问题为例介绍这种近似方法.

瑞利-里兹方法
用瑞利-里兹方法近似求解本征值问题的基本思路是:

• 首先把本征值问题转化为泛函的条件极值问题

• 然后缩小函数的范围, 用试探函数将泛函的条件极值问题转化为确定试探函数的参数的函数的条件极
值问题.

从实用的角度看, 要选择一个“好”的试探函数形式, 一方面便于计算, 一方面又能够足够快地、足够精
确地求得本征值的近似值.

为了便于比较, 不妨举一个已知精确解的例子.

Example 21.12 求本征值问题

1

x

d

dx

(
x

dy

dx

)
+ λy(x) = 0, (58a)

y(0)有界, y(1) = 0 (58b)

的最小本征值.

14



Solution 这个本征值问题在前面已经讨论过. 它等价于泛函

I[y] =

∫ 1

0

x y′
2

dx (59)

在边界条件(58b)和约束条件

I1[y] ≡
∫ 1

0

x y2 dx = 1 (60)

下的条件极值问题.
现在就用瑞利-里兹方法来近似求解这个泛函的条件极值问题.
本征函数除了必须满足边界条件(58b)之外, 还应该具有奇偶性. 因此, 可用如下多项式序列作为试探函数

yn(x) = α1

(
1− x2

)
+ α2

(
1− x2

)2
+ α3

(
1− x2

)3
+ · · ·+ αn

(
1− x2

)n
, n = 1, 2, 3, · · · (61)

这种选择可以保证近似解在 x = 0 处没有 “尖点”, 即是使(
dyn
dx

)
x=0

= 0

取试探函数 y2(x), 即在(61)中取前两项, 代入泛函及约束条件, 得

I[y2] =

∫ 1

0

x y′2
2

dx = α2
1 +

4

3
α1α2 +

2

3
α2

2, (62)

I1[y2] =

∫ 1

0

x y2
2 dx =

1

6
α2

1 +
1

4
α1α2 +

1

10
α2

2 = 1. (63)

这可以看成是 α1 和 α2 的二元函数的条件极值问题, 必要条件是

∂(I − λI1)

∂α1
= 2α1 +

4

3
α2 − λ

(1

3
α1 +

1

4
α2

)
= 0, (64)

∂(I − λI1)

∂α2
=

4

3
α2 +

4

3
α1 − λ

(1

5
α2 +

1

4
α1

)
= 0. (65)

这又是关于α1和α2的代数方程组, 有非零解的充分必要条件是∣∣∣∣∣∣∣
2− λ

3

4

3
− λ

4
4

3
− λ

4

4

3
− λ

5

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (66)

即
3λ2 − 128λ+ 640 = 0. (67)

解之得

λ =
64

3
± 8

3

√
34. (68)

这两个给出的都是λ的极值. 最小本征值的近似值

λ̄1 =
64

3
− 8

3

√
34 = 5.7841 · · · , (69)

它和精确值
λ1 =

(
2.4048 · · ·

)2
= 5.7831 · · ·
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的相对误差不到2× 10−4. 相应地, 本征函数的近似解是

ȳ1(x) =α1

(
1− x2

)
+ α2

(
1− x2

)2
, (70a)

α1 = 2

√
12− 33

√
2/17 = 1.6505676 · · · , (70b)

α2 =

√
80− 230

√
2/17 = 1.0538742 · · · . (70c)

为了与精确解

y1(x) =

√
2

J1(µ1)
J0 (µ1x)

作比较, 不妨计算

∆ =

∫ 1

0

[
y1(x)− ȳ1(x)

]2
xdx

= 2− 2

∫ 1

0

y1(x) ȳ1(x)xdx

= 2

{
1−

[
α1

4
√

2

µ3
1

+ α2
8
√

2

µ3
1

( 8

µ2
1

− 1
)]}

= 1.66× 10−5.

由于在多项式逼近(61)中才只取了两项, 本征值和本征函数就能达到这个精度, 这的确是令人惊异的. 可以想
像, 如果取的项数更多, 得到的精度会更高.
再看一下上面得到的第二个本征值

λ̄2 =
64

3
+

8

3

√
34 = 36.883 · · · , (71)

它和精确值 λ2 = 30.471 · · · 之间的误差竟超过20%！为了求得足够精确的第二个本征值, 可以增加逼近函数
中的参数, 这必然以计算量的急剧增长为代价.
在实用中, 更好的办法是求解一个新的泛函条件极值问题, 它和原来的泛函条件极值问题的差别只在于排

除掉第一个本征值. 这只要在原来的泛函条件极值问题中再附加上一个正交条件∫ 1

0

y(x) ȳ1(x)xdx = 0 (72)

即可.这样, 在这个新的泛函条件极值问题中, 最小的本征值当然就是原来的第二个本征值了. 不难想到, 如果
要求更高的本征值, 应该如何处理.
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