
由泛函反观泰勒展开反观微分近似

小圆滚滚

1 泛函k阶接近

图 栱栺 零阶接近
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图 栲栺 一阶接近

图栱中的曲线零阶接近，但是一阶不接近。而图栲的曲线一阶接近。若曲线桫阶接近，则在桫以下的

任意阶也接近。

2 近似有一阶变分足以

在局域范围内。或者用数学拓扑思维，邻域有两点取值相同（不用拉格朗日中值定理，用罗尔中

值定理），那么必有切线水平，且水平点为极大值或极小值。

如果是函数，平滑不抖动，要么有极大值、要么有极小值就如同图栲。不可能像正弦图像有两个极

值的情况。

如同泛函的泰勒展开式的第二项就是一阶变分。将第一项移到等式左边，就可以知道近似值就是

一阶变分。剩下的都是高阶无穷小。而这一阶变分正是近似的意义、正是微分的意义。正是导数的意

义。

y 栽 x2正方形边长拓展一小段，那么这一小段的栲倍就是面积增大的部分。而高阶无穷小（一小段

的平方）可以忽略。函数桹的三阶导不存在。此题完结。

栨x3栩′ 栽 桬桩桭
∆x→0

(x+∆x)3−x3

∆x
栽 桬桩桭

∆x→0

x3+3x2∆x+3x∆x2+∆x3−x3

∆x
栽 桬桩桭

∆x→0
栳x2 栫 栳x栁x栫栁x2 栽 栳x2
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图 栳栺 桸的立方近似
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图 栴栺 桸的立方近似背面

很多现实物理问题，也就是从二维升到三维就结束了。而螺旋运动投影到平面，研究图栲的形状，

也就够了。

3 反观导数

用泰勒展开式来近似一个函数f栨x栩，也就是用泰勒展开式的前两项、前三项，来逼近f栨x栩在某一

点x0的值。

f栨x栩 栽 f栨x0栩 栫 f ′栨x0栩栨x− x0栩 栫
f ′′(x0)

2!
栨x− x0栩

2 栫 · · ·
上式第二项正是导数，等于等式左侧的真实值（函数在x0的邻域U栨x0栩的值，可以用栨x0栩的值（主

部）逼近）减去函数在栨x0栩的值。如果是立方，就有第三项二阶导数的事。

例：y 栽 x2，在x0 栽 栱栰栰,栁x 栽 x− x0 栽 栱栰的近似：

f栨栱栱栰栩 栽 f栨栱栰栰栩 栫 f ′栨栱栰栰栩栨栱栰栩 栫 f ′′(100)
2!

栨栱栰栩2 栫 f ′′′(100)
3!

栨栱栰栩3 栫 · · ·
栱栲栱栰栰 栽 栱栰栰栰栰 栫 栲× 栨栱栰栰栩× 栱栰 栫 2×(100)

2
× 栨栱栰栩2 栫 0

3!
栨栱栰栩3 栫 · · ·

栱栲栱栰栰 栽 栱栰栰栰栰 栫 栲栰栰栰 栫 栱栰栰 栫 栰

可以看出一阶导数（简称导数），高阶导数就是一阶的嵌套，等同于乘法。从泰勒展开式可以看

出：

在桸栨x 栽 x0 栫栁x栩点上的真实值栨x栩

栽 在x0点上的真实值 栫 在x0点上的导数×栁x
栫 在x0点上的二阶导数

2!
×栁x2
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栫 在x0点上的三阶导数
3!

×栁x3 栫 · · · ，当函数幂次为栲时，等式右侧只有两项。第二项像不像一

阶变分？导数是用来找到“线性近似”的数学工具。

真实值 栽 基值 栫 导数×增量（一阶变分、微分）
微分 栽 导数×增量
真实值 栽基值栫导数×增量栫 二阶导

2!
增量

2
栫 三阶导

3!
增量

3
栫 · · ·

导数的本质，是一个比值、是一个极限。是一个因变量增长与自变量增长的比值的极限。

微分的本质，是一个线性近似的数值栨线性主部栩，是泰勒展开式中第二项，也是基值要加的第一项

（线性项）。泰勒展开式中第三项系数是第二项的嵌套导数：桹栢 栽 栨桹栧栩栧。

4 微商

莱布尼兹发明这个导数记号的时候，还没有严格的导数的极限定义。莱布尼兹本人是把他的记号

不严格的看成是两个「无穷小量」dy与dx的商，但这种看法并不能跟实数的公理相容，尽管莱布尼兹

记号看起来像一个分数的形式，现在人们使用这个记号表示导数的时候， dy
dx
是一个整体。不能把这个

整体拆开就跟你不能把「导数」的「导」字拆成「巳寸」一样。

但在「非标准分析」里，dx, dy被视为「非标准实数」∗R中的元素，dy
dx
是在「非标准实数」∗R上的

做除法。dx被理解为「非标准分析」里的「无穷小量栨桩桮栌桮桩桴桥桳桩桭桡桬栩」。这种方法用严格的语言回到莱布

尼兹的初衷。

所以当v 栽 η栬du 栽 dη
dx
· dx，里面桤桸可以消掉。

所以有以下结论：
dx
dx

栽 栱
dy
dx

栽 y′

dy′

dx
栽 y′′

当微商的分子（分数线上）不显示含有分母（分数线下）的时候，做偏微分就会等于栰栮∂F
∂x

栽 栰

5 链式法则

设y 栽 f栨u栩，而u 栽 g栨x栩且f栨u栩及g栨x栩都可导，则复合函数y 栽 f 桛g栨x栩桝的导数为
dy
dx

栽 dy
du
· du
dx
或y′栨x栩 栽 f ′栨u栩 · g′栨x栩栮

导数定义 f ′栨x栩 栽 桬桩桭
h→0+

f(x+h)−f(x)
h

桌桥桩桢桮桩桺简写为 dy
dx
，并解释道：它是栢 由桸的变化而引起的桹的无穷变化量栢栨桤桹栩与“桸 的无穷小变化

量”栨桤桸栩的商。那么用这个记法就可以很好地体现出导数定义里商的形式了。

上述解释的关键在于：桤桹必须是因桸改变了桤桸而引起的变化，这个记号才有意义

翻翻翻译译译一一一下下下就就就是是是：：：dy不不不能能能独独独立立立于于于x而而而变变变化化化！！！

反例其实很好找：

y′栨x栩 · z′栨t栩 栽 桬桩桭
h→0

y(x+h)−y(x)
h

桬桩桭
h→0

z(t+h)−z(t)
h

栽 dy
dx
· dz
dt

此时桤桹是和桴无关的，桤桺是和桸无关的。

因此如果写成这样就肯定错了：

((((((((hhhhhhhh
dy
dx
· dz
dt

栽 dy
dt
· dz
dx

反过来，如果满足我们上述的条件，那么实际上它是可以作为“商”来处理的

注意：下面所有的推导都必须保证这个“商”所对应的极限必须存在！
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比如我们熟悉的反函数求导：
dx
dy

栽 1
dy
dx

再比如链式法则：
dy
dx

栽 dy
du
· du
dx

注意：链式法则可以套娃。

还有由参数方程确定的函数的求导问题：x 栽 x栨t栩

y 栽 y栨t栩

dy
dx

栽
(
dy
dt

)/ (
dx
dt

)
其反函数类似：
dx
dy

栽
(
dx
dt

)/ (
dy
dt

)
这里与复合函数链式法则完全相同，由于桤桸栬 桤桹都是由桴的变化而产生的无穷小量，因此仍然可以

同时“乘”、“除”桤桴。

6 原函数与面积

牛顿搞物理研究，就是喜欢求导数。给位移求导数得到速度，给速度求导数得到加速度。搞数学

研究也这么搞，他想给面积求下导数：

牛顿得出结论，曲曲曲线线线下下下面面面到到到x轴轴轴围围围绕绕绕的的的面面面积积积的的的导导导数数数就就就是是是曲曲曲线线线，，，曲曲曲线线线的的的原原原函函函数数数的的的区区区间间间差差差就就就是是是面面面积积积。

这里的面积个人觉得是面积值等于原函数在桹轴的值的表达会更好

6.1 面积的导数就是曲线

牛顿由：

A′栨x栩 栽 dA(x)
dx

栽 A(x+dx)−A(x)
dx

栽 f(x)dx
dx

栽 f栨x栩

推出了微积分第一基本定理（英文教材是这么命名的，《高等数学》同济版称为积分上限函数的性

质）：
d
dx

∫ x
a
f栨x栩dx 栽 d

dx
F 栨x栩 栽 f栨x栩

栶



图 栵栺 对面积求导

新增的曲线下面积为浅蓝色部分（深蓝色部分是高阶无穷小）A栨x栫 dx栩−A栨x栩 栽 f栨x栩dx

对其求导得桦栨桸栩

方法二：

样



图 栶栺 函数的导数增加的面积

f栨b栩− f栨a栩 栽
∑
dy，之前说过dy 栽 f ′栨x栩dx，所以有：

f栨b栩− f栨a栩 栽
∑
f ′栨x栩dx。

根据之前的描述，f ′栨x栩dx表示的无限小矩形的面积，所以
∑
f ′栨x栩dx 表示的是曲线f ′栨x栩下面的面

积栮

坑：分清主次，可以知道桦栨桢栩点上的导数值乘以桤桸，也就是从左到右最后一条长条是不参与面积计

算的。但是当桤桸足够小，或者桢距离桡足够远时，最后这一条长条可以忽略不计。这个忽略，和高阶无

穷小的无穷小是不一样的。高阶无穷小在长条面积上面，那个空白的帽子。

坑栲：为什么我们不能用圆和石头这种不能密铺的图形来进行微分。因为在侵占的同时，圆不能保

证自己的失地比例，而长条的二分之一，每次都能增加步步为营。同理，我们不能用洋葱那样的环形

来解释圆的微分。因为在变形的拉伸过程中，初学者不理解为什么长度可以柔性的互相抵消变形。
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图 样栺 真正的微分敢于从自身开始

6.2 乌鸦喝水

图片展示：
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图 核栺 一个球的体积

根据图片核可知一个球的体积 和它的容器的比例是：
V球

V正方体
栽

4
3πr

3

(2r)3
栽 π

6
栽 math.pi/栶 ≈ 栰.栵栲栳栵根核样样栵栵根核栲根核核

栱栰



图 根栺 四个球的体积

根据图片根可知四个球的体积和一个大容器的比例依然不变。

所以当瓶子里只有栱− 栰.栵栲栳栵根核样样栵栵根核栲根核核 ≈ 栰.栴样栶栴瓶水或者更少的时候。填同样大小的圆形石子

是无法喝到水的。

栱栱



图 栱栰栺 四个球的体积栲

根据图片栱栰可知四个球的体积2和一个大容器的比例依然不变。有人会质疑这种结构。
不用细算，也可只缝隙与球体的比例是固定的。所以球再小也不能使水面上升。

图片展示：
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图 栱栱栺 四个球的体积栲

好吧还是算一算吧：

菱形体底面中心点到顶点距离dis 栽 r/math.cos栨math.pi/栶栩 ≈ 栵样.样栳栵栰栲栶根栱核根栶栲栵样栵

菱形体地面的高菱h1 栽 l × sinπ
3
栽 栱栰栰 ∗math.sin栨math.pi/栳栩 ≈ 核栶.栶

菱形体高h2 栽 math.sqrt栨栨栲 ∗ r栩 ∗ ∗栲− 栨r/math.cos栨math.pi/栶栩栩 ∗ ∗栲栩 ≈ 核栱.栶栴根栶栵核栰根栲样样栲栶栱

菱形体体积：V 栽 l × h1 × h2 栽 栱栰栰 ∗ 核栶.栶 ∗ 核栱.栶栵 ≈ 样栰样栰核根.栰

球体体积：V 栽 4
3
πr3 栽 栴/栳 ∗math.pi ∗ 栨栵栰 ∗ ∗栳栩 ≈ 栵栲栳栵根核.样样栵栶

栵栲栳栵根核.样样栵栵根核栲根核核/样栰样栰核根.栰 ≈ 栰.样栴栰栴根根栱栱栰栵样栶栳栱根

所以当瓶子里只有0.2595瓶水或者更少的时候。填同样大小的圆形石子是无法喝到水的。

给一个“彩蛋”，以前我觉得积分上限函数很神奇，居然和积分下限没有关系。

改变积分下限会让原函数框栨桸栩的曲线上下移动，我们知道有无数原函数，假设框栨桸栩是原函数，那

么框栨桸栩栫桃（ 桃是常数）也是原函数。

6.3 定积分求面积就是导函数的原函数的区间差

上面栶栮栱为什么叫做微积分第一基本定理？因为我们通过它推出了微积分第二基本定理，也就是牛

顿栭莱布尼兹公式。∫ d
c
f栨x栩dx 栽 A栨d栩−A栨c栩∫ b

a
f栨x栩dx 栽

∫ b
a
sin栨x栩dx 栽 栨−cosx栩

∣∣b
a
栽 −cosb− 栨−cosa栩

栱栳



图 栱栲栺 面积与原函数

7 微分与积分

微分是除法、是因变量与自变量的比例、是切线的斜率，是可见割线到不可见理论的极致。

积分是乘法、可以是线段竖排排成排，然后以点成线的连续。也可以是面积向上堆叠成的体积（球

体体积积分）、也可以是环带斜向上的连续缩口（球体表面积积分）

8 无穷小

既然无穷小可以比较，除了做差、做商也可以比较两个数的大小。

那么定义谁大谁小就很重要：

桬桩桭 β
α
栽 栰，那么就说β是比α

::
高

:::
阶

::
的

::
无

::
穷

::
小，记作β 栽 o栨α栩；

桬桩桭 β
α
栽∞，那么就说β是比α

::
低

:::
阶

::
的

::
无

::
穷

::
小；

桬桩桭 β
α
栽 c 6栽 栰，那么就说β与α是

::
同

::
阶

::
的

::
无

:::
穷

::
小；

桬桩桭 β
αk 栽 c 6栽 栰, k > 栰，那么就说β是关于α的

:::
桫阶

::
的

:::
无

::
穷

::
小；

桬桩桭 β
α
栽 栱，那么就说β与α是

::
等

:::
价

::
无

::
穷

::
小，记作α ∼ β

可以看出，栰、栱、∞、档描述了基础的关系。在近似时，线性主部，只考虑到同阶无穷小。后面的

所有高阶都将舍去。

栱栴


